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Sur  la  surface  des  ondes  dans  la  polarisation  rota- 
toire  magnétique  et  dans  quelques  phénomènes  plus 
généraux  ; 

Par  Louis  ROCHE. 


INTRODUCTION. 

Le  présent  travail  a  pour  point  de  départ  cette  phrase  de  M.  Bous- 
sinesq  ('),  à  propos  d'une  certaine  biréfringence  spéciale,  engendrée 
dans  un  corps  isotrope  transparent  par  un  champ  magnétique,  et  de 
l'altération  qu'elle  produit  dans  la  forme  circulaire  des  trajectoires 
pour  des  ondes  inclinées  sur  l'axe  du  champ  :  «  (>ette  altération,  et  la 
double  réfraction  elliptique  spéciale  qui  en  résulte,  ne  paraissent  pas 
avoir  encore  été  étudiées.  » 

Cette  étude  constitue  notre  première  Partie.  Elle  consiste  d'abord 
à  introduire,  dans  les  équations  du  mouvement,  un  coefficient  v'  repré- 
sentant celte  biréfringence,  et  à  en  chercher  des  solutions  du  type 

(')  Théorie  analytique  de  la  chaleur  mise  en  harmonie  avec  la  Thermody- 
namique et  a^'ec  la  théorie  analytique  de  la  lumière,  t.  II,  igoS,  p.  481.  Paris, 
Gauthiei-Villars.  Les  renvois  à  ce  Volume  seront  désignés  par  II. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  X.  —  Fasc.  I,  1914.  ^ 
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classique,  modifiées  par  la  pn'-sence  de   ce  terme  :  c'est  ioljjet  d'un 
premier  Chapitre. 

Un  autre  est  consacré  à  l'équalion  aux  vitesses  to  de  propagation 
des  deux  systèmes  possibles  d'ondes  planes,  un  troisième  aux  consé- 
quences physiques  des  résultats,  un  quatrième  à  la  surface  des  ondes, 
généralisant  celle  de  Fresnel,  avec  des  dill'érences  qui  constituent  l'un 
des  points  nouveaux  de  ce  travail. 

L'altération  dont  il  s'agit  concerne  l'inégalité  créée  par  le  champ 
magnétique  entre  les  trois  coefficients  a,  b,  c,  figurant  dans  les  trois 
équations  du  mouvement  de  l'éther,  et  dont  le  troisième  c,  corrélatif 
à  l'axe  du  champ  pris  |)our  O;,  cesse  d'être  égal  aux  deux  premiers  a 
et  b.  Celte  inégalité,  comme  l'a  remarqué  M.  Boussinesq  ('),  a  pour 
efl'et  de  rendre  le  corps  biréfringent  à  la  manière  d'un  cristal  uniaxe, 
dont  l'axe  optique  ou  priii(ij):il  coïnciderait  avec  la  ligne  des  pôles  de 
l'aimant.  C'est  ce  qui  m'a  suggéré  l'idée  d'une  généralisation  à  deux 
degrés,  dont  j'ai  fait  l'objet  de  deux  autres  Parties. 

L'une,  ma  deuxième  Partie,  où  a^  b  ^  c,  avec  un  seul  coefficient  v 
de  dissymétrie,  concernerait  des  cristaux  à  deux  axes,  où  la  biréfrin- 
gence prépondérante  a  jusiju'ici  empêché  d'observer  la  polarisation 
rotatoire  magnétique,  mais  où  l'on  peut  espérer  la  mettre  un  jour  en 
évidence  avec  des  courants  assez  puissants. 

L'autre,  ma  troisième  Partie,  où  a^  b  ^  c,  mais  avec  trois  coeffi- 
cients V,  V| ,  v^  de  dissymétrie  dans  le  sens  des  axes  coordonnés,  concer- 
nerait des  cristaux  à  deux  axes,  soumis  à  un  champ  magnétique  dont 
la  ligne  des  p(jles  ne  coïnciderait  avec  aucun  des  axes  principaux. 
Elle  présente  le  système  le  plus  général  d'équations  aux  dérivées  par- 
tielles à  trois  variables,  de  ce  type,  et  m'a  paru*  offrir,  à  ce  point  de 
vue,  un  réel  intérêt,  soit  comme  représentant  un  grand  nombre  de 
phénomènes  encore  à  découvrir,  soit  comme  conduisant  à  une  forme 
tout  à  fait  générale  et  symétrique  de  surfaces  d'ondes,  généralisation 
de  celle  de  Fresnel.  Les  propriétés  de  celle  dernière,  tout  à  fait 
distinctes  des  nôtres,  et  résultant  des  travaux  de  géomètres  trop  nom- 
breux pour  que  je  puisse  les  citer  ici,  ont  été  réunies  et  complétées 
par  M.  .Iules  Richard  dans  sa  Thèse  (Sorbonne,  1901)  (-),  où  je  les 
ai  constamment  prises  comme  termes  de  comparaison. 

C)  11,  )..  48o. 

(')  Sur  la  surface  des  ondes  de  Fresnel.  Chùteaiu-oux,  P.  Langlois  et  G'^ 
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J'ai  adopté  pour  ces  deux  dernières  Parties  une  division  en  Cha- 
pitres de  mêmes  titres  que  ceux  de  la  première  (Chap.  I  :  Equations 
du  problème;  Chap.  II  :  Equation  aux  vitesses  de  propagation; 
Chap.  III  :  Conséquences  physiques;  Chap.  IV  :  Surface  des  ondes) 
dont  quelques-uns  d'une  brièveté  qui  semblerait  les  rendre  inutiles. 
Je  les  ai  maintenus  afin  de  conserver  entre  les  trois  Parties  une 
symétrie  permettant  d'y  signaler,  d'un  seul  mot,  les  Chapitres  qui  les 
intéressent,  à  ceux  qui  me  feraient  l'honneur  de  parcourir  ce  travail, 
pour  y  chercher  soit  des  conclusions  physiques  neuves  et  à  vérifier 
par  l'expérience  (Chap.  III  des  trois  Parties),  soit  des  développements 
purement  géométriques  (Chap.  IV  des  trois  Parties). 

Toutefois,  dans  la  troisième  Partie,  j'ai  introduit  un  Chapitre  V 
levant  d'un  seul  coup  et  pour  le  cas  le  plus  général  la  difficulté  sui- 
vante :  L'analyse  actuelle  suppose  les  ondes  planes  latéralement  illi- 
mitées. Subsistera-t-elle  avecun  rayon  lumineux  supposé  latéralement 
limité  pour  rentrer  dans  le  cas  de  la  réalité?  La  réponse  affirmative  a 
été  donnée  par  M.  Boussinesq  dans  un  Mémoire  inséré  dans  le  Journal 
de  Malhémalùjues  pures  et  appliquées  (*)  pour  le  cas  général 
a^b  ^c,  mais  dans  l'hypothèse  ordinaire  v  ^  v,  =  v^  =  o.  L'objet 
de  ce  Chapitre  est  d'étendre  la  conclusion  de  ce  Mémoire  à  notre  cas 
général  malgré  la  présence  de  v,  v,,  v^  quelconques. 

J'ajoute  que  l'étude  des  divers  cas  suggérés  par  la  discussion  de  la 
surface  des  ondes  dans  la  troisième  Partie  entraînerait  à  des  dévelop- 
pements trop  nombreux  et  considérables  pour  être  abordés  avant  que 
l'expérience  ait  montré  lesquels  de  ces  cas  seront  physiquement  inté- 
ressants. 

Je  ne  veux  pas  terminer  cette  Introduction  sans  un  hommage  de 
respectueuse  gratitude  à  mes  vénérés  maîtres,  MM.  Boussinesq  et 
Kœnigs.  Si  je  dois  au  Traité  aujourd'hui  classique  du  premier  le  point 
de  départ  et  à  ses  conseils  l'interprétation  physique  de  ces  recherches, 
je  voudrais  mettre  un  reflet  des  belles  leçons  du  second  dans  l'étude 
géométrique  des  surfaces  auxquelles  elles  m'ont  conduit. 

(')  6''  série,  t.  VII,  fasc.  3,  igi  i  {Contribution  à  l'optique  cristalline,  p.  335 
el  suiv.). 
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CHAPITRE  I. 

éqi:ations  du  problème. 

Je  rappelle  d'abord  les  notations  adoptées  par  M.  Boussinesq  : 

^,  Yj,  t  représentent  les  composantes  du  déplacement  vibratoire  de 
la  molécule  d'éthcr  dont  les  coordonnées  d'équilibre  sont  a;,  _)^,  :;; 
6  est  la  dilalion  cubique 

cil        dn        d^ 

d  z=  — —  -\ H ) 

dx       dy       d: 

Ao  représente  le  paramètre  différentiel  du  second  ordre  de  Lamé 

.    .      d'-f      d'-f      d-'f 
•'        dx^        dy^        dz- 

Alors  le  phénomène  de  la  polarisation  rolatoire  magnétique  peut 
être  étudié  par  l'analyse  suivante  ('). 
Dans  les  équations 

/  j-fd^  -A  ^  -— 

l  a'  dt-  ■  ■        dx  ' 

]    I    d-fi  dO 

^')  '^-■dF  =  ^-^'^-dy-' 

a-  dl'  -^        dz 

on  modilic  d'abord  les  résistances  des  premiers  membres  en  y  intro- 
duisant trois  binômes,  où  d,  e,  f  sont  les  trois  coefficients  d",  e",  f"  du 
Mémoire  de  M.   Boussinesq  (Journal  de  Malhénmtiqurs,  &  série, 


(')  II,  p.  476-480. 
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t.  VII,  fasc.  3,  191 1,  P-  326),  ce  qui  donne 

Or  dans  une  première  approximation,  si  l'on  faisait  d  =  e  =  f  =  o, 
on  aurait  (II,  p.  272)  0  =  0,  et  par  suite 

De  plus,  s'il  s'agit  de  mouvements  pendulaires  de  période  ^,  aux- 
quels on  cherche  à  réduire  le  phénomène  ('),  «"  aura 

^^5__/..r         ^=-A-n,        ^=-^^?- 

ce  qui  permet  de  remplacer  A,^,  A.-r),  ^,'C  par  -  ^;>  -  ;^"1'       a'  ■' 
et  d'obtenir  ^^ 

«2   f/r-        a-  dt^  "7 

a'-  dt^         a-  dr  "" 

Si  l'on  a  pris  pour  axe  O  .  la  ligne  des  pôles  du  cha.np  magnétique, 
on  devra  faire  ^  =  .  =  o,  et  en  posant  f  =  v,  où  v  est  un  petit  coeffi- 
cient, fonction  de  la  nature  du  corps  transparent  et  de  1  mtensite  du 
champ  magnétique,  on  obtiendra  les  équations  (a)  (-). 

uL  nous  voulons  de  plus,  et  c'est  le  premier  objet  de  ce  travad, 
tenir  compte  de  la  biréfringence  spéciale  engendrée  par  le  champ 
magnétique,  et  dont  l'étude  restait  à  faire  ('). 

(■)  U,  p.  438. 
(^)  II,  p.  '.78. 
(3)  II.  p.  4S0-481. 


La   même    isotroprio  dissymétrique,  autour   de  l'axe  du   champ, 
entraîne,  pour  représenter  cette  biréfrinffence,  l'introduction,  dans  la 

troisième  équation  seule,  d'un  terme  unique  -t-v'Ao-j-^,  qui,  par  les 

raisonnements  précédents,  n'est  autre  que  +  V  —  -j-j  pourvu  que  v'  soit 

assez  petit.  Le  coefflcient  de  -tt  dans  cette  troisième  équation  deviendra 
donc 

(3  — -+-^  =  -, 

n-         a-         c- 

en  introduisant  le  nouveau  coefficient  '•■'  comme  s'il  s'agissait  de  la 
biréfringence  d'un  cristal  uniaxe  dont  l'axe  optique  coïnciderait  avec 
la  ligne  des  pôles  du  champ,  (^e  second  coefficient  v'  est  fonction, 
comme  v,  de  la  nature  du  corps  transparent  et  de  l'intensité  du  champ 
magnétique.  11  est  plus  difficile  à  mettre  en  évidence  expérimentale- 
ment, ce  qui  serait  une  raison  de  le  supposer  plus  petit  que  v.  Mais, 
comme  ce  sont  des  expériences  d'un  autre  ordre  ('),  nous  ne  préjuge- 
rons pas  cette  question  et  garderons  v  et  v'  indépendants  l'un  de 
l'autre,  en  négligeant  leurs  carrés  et  leur  produit. 

.l'ajoute  que,  pour  l'homogénéité,  v'  doit  être  de  l'ordre  du  carré 

d'un  temps,  comme  V-, pour  nue  —  +  v'— ,  soit  homoafène  et  de  dimcn- 
sions  T-. 

Les  équations  prennent  alors  la  forme  définitive 


Cl) 


C'est  la  généralisation  du  système  (a)  de  la  page  478,  le  coeffi- 
cient —  de  la  troisième  équation  étant  remplacé  par  -  =  —  +  v—  et 
^'"  '  '       c-        a-  a- 

V  étant  toujours  assez  petit,  s'il  est  négatif,  pour  que  -,  soit  positif. 


dr- 

- 

a- 

dn 
'dï 

=  A, 

!^ 

d'J 

dx 

dH 

dl- 

+ 

a- 

dl 
"-di 

=  A, 

'.f\ 

dB 
dv 

di- 

=  A, 

X 

dO 
dz' 

(')  Ouirino  Majorana,  C.  K.  Acad.  Se,  t.  CWXV,  21  juillet  1902,  p.  iSg. 
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Clierclions,  comme  on  le  fait  dans  les  questions  de  ce  genre,  à 
vérifier  ces  équations  par  des  solutions  symboliques  de  la  forme 


(5) 


S.  —  IL  —  ^  —  „/.H-lx-,„y-n-.)  j/=î 

L  "■  M  ~  N  ~ 


les  solutions  physiques  étant  les  parties  réelles  des  solutions  analy- 
tiques imaginaires  que  nous  obtiendrons. 

Toujours  d'après  la  même  isotropie  dissymétrique  autour  de  l'axe 
0:;  du  champ,  nous  choisirons  les  axes  O.vy,  dans  le  plan  normal  à 
cet  axe,  de  façon  à  faire  passer  Oy  par  la  trace  du  plan  de  l'onde 
Ix  -+-  my  4-  HZ  =  o  sur  ce  plan  normal,  c'est-à-dire  à  supposer  m  =  o, 
ce  qui,  avec  les  notations  ordinaires 


l  — 


__^ 


(a,  [i,  Y  cosinus  directeurs  de  la  normale  au  plan  de  l'onde,  co  vitesse 


de  propagation),  donne 


a  =  sinj, 
sin  i 


1  = 


4  , 


^'^  i   I 


dx'' 


de- 


m  ziz  o, 
=  —  kH^l, 


y  =r  cost  ; 

cos  i 
n= ; 

w 


Ces  valeurs,  portées  dans  les  équations,  donnent,  pour  déterminer 
L,  M,  N,  après  suppression  du  facteur  commun  X-îc*""''""^'*'"',  les  trois 


équations  homogènes 


a-        (ly-  J  a- 

a-  \a-        (.)■-/ 


(6) 


La  coridilion  de  compaliljililé  de  ces  trois  équations  homogènes 
s'ohtienl  en  égalant  à  zéro  leur  déterminant 


(7) 


a-        (i) 
Av 


—  +  /-      -^v— • 


ni 


ni 


—, :,  +«' 


C-         co- 

et  peut  recevoir  deux  formes  différentes  :  a 

i"  En  remplaçant  /  par et  n  par ,  on  aura  l'équation  aux 

vitesses  m  pour  une  onde  de  direction  /,  savoir  : 


(8) 


2°  En  y  remplaçant  —  par  /-  -+-  «%  on  aura  l'équation  tangontieile 

de  la  méridienne  de  la  surface  des  ondes,  enveloppe  (de  révolution) 
des  traces  Ix  -+-  nz=  j  des  plans  d'onde, 


I         cos^t 

/.v    , 

siii  j  cos/ 

a'          (i)- 

fi)- 

I           ( 

0 

a-        oj- 

sintcost 

I         sin- 

(9) 


I  ,  Av 

i-  a- 

ni  o 


ni 
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CHAPITRE  II. 

ÉQUATION    AUX    VITESSES    (0    DE    PIIOPAGATION. 

L'équation  aux  vitesses  de  propagation  peut  s'écrire 

0)'  j 

—  Av  sj —  I 
a^  sint  cost 


a'  sinj  cosi 


OU,  en  développant  et  posant  pour  un  inonieiit  i 1  =  X, 

+  sin-;')  X^  -t-     (  — r  —  M  —  /i-v-    X  sin-j  —  ^"V-(  —  —  sin-M  =  o. 


Or,  —  =  I  -Hv'A-,  et  le  terme  indépendant  de  X  est,  par  suite, 

—  /i-v-(cos^t -+- v'/.-). 

Donc,  même  en  supposant  v'  négatif,  comme  ce  coefficient  reste  très 
petit,  il  faudrait  supposer  i  très  voisin  de  -  pour  que  la  parenthèse 
pût  devenir  positive,  et  les  deux  racines  X  de  même  signe. 

Dans  les  expériences  ordinaires,  elles  resteront  de  signes  con- 
traires, la  forme  définitive  de  l'équation  étant 

(lo)       (i  +-  v' A'-  cos-«)X-  +  (v' —  •/-)  A-X  s'm-i  —  /.^^^(v' A- 4-  cos-()  =  o, 

où  l'on  aura  toujours  i  -+-  v'A*>  o,  de  sorte  que  le  premier  coefficient 
est  positif,  même  si  v'  <^o. 

La  condition  de  réalité  des  racines  est 

(v' —  V- )-/,''  sin*('+  [\l(^^j-{'j' k-  +  coi-i){\  +  v'/,'  cos-/)  ^o. 

Elle  est  évidemment  vérifiée,  comme  nous  venons  de  le  voir,  pour 
v'^o.  Mais,  pourv'<;o,  elle  le  sera  encore  tant  que  l'angle  /  n'at- 
teindra pas  des  valeurs  assez  voisines  de  -  pour  que  cos-/  puisse  être 
de  l'ordre  de  v'  et  compensé  par  v'A-. 

Journ.  de  Math    ((J"  série),  tiiniu  X.  —  l-'asc.  I,  ii)i4.  ■* 
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L'observation  du  pliénomène  pour  dos  valeurs  de  /  voisines  de  - 
prouvera  donc  (pie  v'  ne  peut  pas  atteindre  de  valeurs  négatives  telles 
que,  par  e\oui|)l(',  pour  ?  =  ->  on  ait 

(V— V- )-  +  /,-/ y«  A' <o. 
CHAPITRK  m. 

CONSÉQUENCES    PHYSIQUES. 

La  condition  de  compatibilité  étant  supposée  remplie,  les  équations 
îiomogcnes  fournissent,  pour  L,  M,  N,  un  système  de  valeurs  propor- 
tionnelles, que  nous  allons  interpréter  physiquement. 

A  cet  effet,  écrivons-les,  en  remplaçant  /  ^ >  n  = et  groupant 

les  termes, 

l   I  — r ;  |L  +  ^— -(Lsin/  4-  N  cosi)  = -r  Mv' —  i, 

1  \rt-        oj-/  &)-  '  rt-       • 

(n)  _i;^,V3T+(A_i,)M  =  o, 

a-  \fl'        OJ-/ 

cos/   ,     .... 
H —(L  sinz -H  IN  cosO  =  o. 

C.J- 

1°  Multiplions-les  par  sin  i,  o,  cos  /,  et  ajoutons.  II  vient 
L  sint -t- N  cos/        /i  i  \  ,,         -       ^■■'..    ■     ■/ 

7 =:       — : :       IN  COSl r-  M  SMl  IV —  I. 

a-  \a'-        c-  j  a- 

Ce  résultai  montre  (pie  L  sin/  +  Ncos/  est  de  Tordre  de  petitesse  du 
moins  i)elit  des  deux  v  et  v',  à  cause  de  —  —  —  =  —  — ~>  ou  oit' il  y  a 

i  (7-  c-  a-  '  -^ 

qiiasi-transversalilê   des    vibralions,    comme    dans    le     cas    de    la 
page  '178  (II)  que  nous  généralisons  ici. 

2"  Multiplions-les  ensuite  [)ar  L,  M,  N  et  ajoutons.  Il  vient 

(—,-  -^^(L^-t-\P4-N=)-t-  ^N'-H  -^(Lsin/-t-Ncos/)»=o. 
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Ce  résultat  montre  que  (  — ;  j  (L"  +  M'+  N-)  est   de  l'ordre 

de  v'  et  de  v-,  et  non  plus  précisément  de  v-,  comme  dans  le  cas  de  la 
page  479-  Or,  d'après  la  seconde  de  nos  équations,  (-!-;  —  — j  M  est 

de  Tordre  de  v.  Donc  ~ -z-, — ■ —  est  de  l'ordre  de  -■,  c'est-à-dire 


v'L''-i- M'-+ N^  peut  être  fini  si  v' est  du  même  ordre  que  v,  ce  que 
l'expérience  décidera. 

Tirons  alors  des  équations  linéaires  rendues  compatibles  des  valeurs 
proportionnelles  à  L,  M,  N.  Les  deux  dernières  donneront 


h  V's)^  J I 


r,i-  —  C  sin'i 


On  aura  donc,  en  prenant  les  parties  réelles  de  ces  solutions,  les  com- 
posantes du  déplacement  proportionnelles  à 

(>2) 


„  ...        .     (i);  —  a-  ,  , 

;    = C-  Sin«  COS(— ; ■ :— r-,  COS(/,7.  .  .  ), 

W,  —  C-  SUT'i 

pour  la  trajectoire  correspondant  à  la  première  racine  co,  de  l'équation 
aux  vitesses  de  propagation; 

I    ,          .,  /         «- \         /,          ,  j;  sint -f- s  costX 
l   t  =  w.:     I cos    /v7  —  A- ) 

1  V  "2  /  \  ^i  .'' 

!                       •    /, ,       ,  xûni-\-  zca%i\ 
(12)  '  iQ  :=  w.;  A  V  sin  I  kt  —  k > 


I  V  ■.    •    ■        .      (oj  —  a^  , ,,       , 

F  Ç= — c'sinicosg    „    — - — :— r-.cos( A:i. . . ), 

pour  les  trajectoires  correspondant  à  la  seconde  racine  ix>.,. 

Ces  trajectoires  sont  donc  des  ellipses,  intersections  des  cylindres 

(.3) 


(dépendant  de  i  par  l'intermédiaire  de  w  =  co,  pour  l'une  et  co  =  co^ 


I..     liOCIIK. 


])oiii-  riuilrej  par  deux  plans  dilléraiU  en  réalité  poiirco  ^  w,  et  w  =  o),, 
mais  confondus,  à  notre  approximation,  avec  le  plan 


;  MIK  -t-  ÇCOS/  =1  () 


de  l'onde,  puisque  nous  avons  vérifié  que  Lsin/' -H  Noos/  était  de 
l'ordre  de  v'  et  de  v.  Seulement,  le  fait  essentiel,  au  point  de  vue 
physique,  consiste  en  ce  que,  les  deux  racines  w, ,  Wo  donnant  des  signes 

contraires  au  facteur  i ; i  comme  on  l'a  vu  en  ordonnant  l'équa- 

(,1 
lion  en  w  par  rapport  à  i „,  ces  ellipses  sont  parcourues  dans  des 

sens  différents. 

Eléments  de  chacune  de  ces  ellipses.   —  Elle  est  située  dans  le 
plan 

Ç  c'sinjcosj 

y  = 1 .,    ■   ,  ■  =— langiL. 

c  w" — c-sin't  °^ 

où  nous  savons  que  'j/  est  voisin  de  i. 

Les  longueurs  des  carrés  des  demi-axes  sont  donc  (à  un  facteur 
constant  près) 

cos-'^ 

Leur  rapport  est  donc 


Or,  les  racines  de  ré(pialion  en  \  sont 

X  —   —  — 

(—  (v'  — v')/.=  sin2/ 


(Il         ■     /           ..,/        o-          ■      V       ,,/'           i- sin-f  lana;-/        ,. , , 
:A|v|cost\/  i  +  v  A'(  cos-tH ï~-)-^l^\ "■'  I  ; — — i-v'*/:* 


Y,+-y 


2('  -H  ^■l' k^  cos^t) 
où  I  v|  (h'signe  la  valeur  absolue  de  v. 

L  A  l'approximation  y  =  /,  (pi'il  est  logique  de  faire,  puisque  la 
comparaison  des  deux  ellipses  est  surtout  intéressante  si  on  les  consi- 
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dère  comint;  duas  le  même  plan,  les  valeurs  absolues  des  deiiii-axcs 
sont,  à  des  facteurs  constants  près, 


A=I    I ;    ;  el  B=A'|v|. 


COSi 


Or 


w'/  cost 


,,,        ,  .,  ,       fv' — V-)  A'^  sin /lan"  j 
2(1  -h  V  k-  cos'j)  I       ^  ' 


/|v|[..^^A^(cos=^+-L.)  -....]! 


la  racine  positive  correspondant  au  signe  supérieur  et  la  négative  au 
signe  inférieur. 

Fig.  2. 


Je  désigne  alors  par  (A|,B,),  (A^,15o)  les  valeurs  de  A,  B  pour 
les  deux  ellipses,  qui  correspondent  aux  racines  w, ,  Wo  ;  on  a 


et,  par  suite, 

(A,  — Bi)(i  +  v'/-^cos^/)  — — '•"  ~  '''  /,--^^^  +  /,lv|    •/—(—cos-<  +  -^^.  )-<-...    , 
^    '         "^  '■  2  cos<  '     \      a\  cos-f/  J 

(Âj— B,)(n-v'A-2cos2«)=z-|-i^— ^A-^^4-/,lv|    v'— (  —coi-i-A ^  )  +  •■•    • 

^  '^  '  2  COS<  '       [         2\  COS-£/  J 

Tx  ,  ■  ■  1  •  ■•'';■.  sin-t    ... 

Donc,  a  notre  approximation,  le  premier  ternie  -  A- r  étant  pré- 
pondérant, ces  différences  sont  de  signes  contraires.  Ac  grand  axe  de 
chacune  des  ellipses  est  sur  la  direciion  du  petit  axe  de  l'autre, 
ce  (jui  pourrait  conduire  à  une  vérification  expérimentale. 
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De  plus,  l'écart  relatif  des  deux  axes  est  proportion/tel  à  l\'\ 
c'est-à-dire  à  l'iruerse  du  carré  de  la  période  vibratoire  des  radia- 
tions, ce  que  rexpérience  pourrait  peut-être  aussi  vérifier. 

iMifin,  les  deux  ellipses  se  réduiront  en  même  temps,  toujours  à 
notre  approximation,  à  un  cercle  de  rayon  A"|v|,  dans  le  cas  singu- 
lier oii  il  existerait  la  relation  v'=  v^  entre  le  coefficient  v  de  dissy- 
inétrie  et  le  coefficient  v'  de  biréfringence. 

Si  donc  l'expérience  décelait  l'existence  de  deux  vibrations  cir- 
culaires de  sens  opposés,  on  serait  en  présence  d'un  corps  pour 
lequel  cette  relation  v'  =  v^  serait  vérifiée,  et  par  suite  où  tous  nos 
calculs  se  simplifieraient  considérablement,  comme  nous  allons  l'in- 
di(jucr. 

Cas  singulier  v'  =  v*.  —  L'équation  aux  vitesses  se  réduit  à 
(i  +  v'/>'  co'i'i)\- —  A-v-(/.-v--i-  cos't  )  :^  o, 
et  les  deux  racines  X  =  i ,,  sont  égales  et  de  signes  contraires: 

■    1  -)-  ■ — ~  (  — —  —  cos^  n  -H  . . .    , 

L  2       \C0S-1  J  J 

1,....], 

d'où 
ou 

W?wJ       /  ,      I  r  T 

0),—  (02= —  A|  V  I  C0S«[2  +.  .  .] 

Ct)i  -f-  Wj 

ou  sensiblement 

'j)i  — •  coî  =  a  li  I  V  I  cos  i, 

comme  dans  la  polarisation  rotatoire  magnétique. 
Cette  analyse  exclut  : 

i"  Le  cas  i  =  -.  où  X  =  i ;  =  ±  A'^v-, 

I  —  —  =  /.-2v'  ■ 
«'        I  —  A'^v'  ~         '       '  '  ■  '  a  2 


.--  =  /.|v|cos,[^,+ 
I r  =  —  /■  I  V  I  COS  n 
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et 


a-  I  H-  /.  -  ■/ 

OU  sensiblement 


=  I  —  A-v- 


=  k'v'-. 


1°  Le  cas  où  /  serait  assez  voisin  de  -  pour  que  cos?,  sans  être  nul, 

fut  de  l'ordre  de  Av  et  empêchât  le  développement  ci-dessus  du  radical  ; 
prenons,  par  exemple,  comme  valeur  limite,  co?,-  i  ^  A'v-,  ce  qui  donne 

_     A'-v^v/â 


X3(i  + Aiv'')  =  2/>'v', 


\fTTT- 


Ce  sont  donc  des  cas  tout  à  fait  nouveaux,  qu'il  sérail  intéressant 
de  vérifier  en  faisant  varier  l'inclinaison  i  et  la  radiation  k. 

II.  A  une  plus  grande  approximation,  au  lieu  de  '\f  =  i,  reprenons 

,          c-  sin  icosi  . , 

tangij/  =:  — ; ,    .    ^  .  ^  tan  g  M  i  — 


u>' — c-siii-«  V         u>- — c-sin-i 


Pour  i  assez  éloigné  de  ->  on  obtient  bien  tang  ■]/  voisin  de  tang  /.  On 
peut  d'ailleurs  écrire 

lang(«  _  .1;)  =  (^,  _  —  \  tang/  =    ,  _^  ,y /.>  'ang'- 

Si  l'on  réduit  les  angles  à  leurs  tangentes,  à  une  approximation 
justifiée  par  leur  petitesse,  il  viendra 

X,-hv'A-- 
X  X 

I   -+-  V    A 

Or,  nous  avons  vu  que  la  partie  principale  de  la  différence  des 
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racines  esl /i|v|cos/.  On  a  donc 

li,  —  li»,  =  X"  I  V  I  sin  /  -r- .  .  . 

du  même  ordre. 

A  celle  approximalion,  ■!^,  et  'j/^  ne  dînèrent  pas  moins  l'un  de 
l'autre,  comme  ordre  infinitésimal,  qu'ils  ne  diflèrenl  de  /. 

D'autres  conséquences  physiques,  à  vérifier  par  l'expérience,  résul- 
teronl  de  la  discussion  de  la  surface  des  ondes  au  Chapitre  suivant. 


CHAPITRE  IV. 

SURFACE     «ES    OSDES. 

I.  —  Propriétés  générales  de  la  méridienne. 

D'après  l'équation  (9)  du  Chapitre  I,  la  surface  des  ondes,  de 
révolution  autour  de  0:,  a  pour  méridienne  une  courbe  dont  Féqualion 
tangentielle  en  coordonnées  (/,  n),  c'esl-à-dire  comme  enveloppe  de 
la  trace  Ix  -+■  nz:=  1  du  plan  d'onde,  est 

(1  1)  [1  —  rt- (/-+«-)]  [1  —  c-/-—  a-n']  —  A-v-(i  —  C-1-)  =0. 

Pour  V  =  o,  on  retrouve  la  décomposition  de  la  méridienne  en  un 
cercle  et  une  ellipse,  c'esl-à-dire  de  la  surface  en  une  sphère  et  un 
ellipsoïde  de  révolution  se  raccordant  à  leurs  deux  pôles  sur  Oz. 

Cette  méridienne  est  symétrique  par  rapport  à  chacun  des  deux 
axes  Ou;  el  O:. 

Rendue  homogène,  c'esl-à-dire  pour  le  plan  lx-hnz  =  p,  celle 
équation  devient 

( 1 5 )         [p-'—  a' (t'^  >r-)]  [p'  —  c' l'  —  a' n' ]  —  /r- v'jp- (/»'  —c'/')=o, 

et  ses  dérivées  partielles  sont  : 

I   do 

J/'^~'^'  l[p'— a-(l--i- n')]  — a'-l[p- — c-/-— rt-n-]  +  X-v-y<'c-/, 

I  àzi 

-^  =-a'„[p^--a'{l'-^-„')]  —  a-/i[/y'-c'r-—a'-,i'], 

^  ^  =p[/y'—  a-(r--i-  n'-)-i-p'—  c- 1*  —  a^  n^  —  2  /;^^j'p'-  -h  /.'-J-c- 1']. 
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Alors  les  langenlos  parallèles  à  Ox-,  /  =  o,  sont  données  par 

{p-— a'-n-y- —  k'^'f-p'—o, 
p-—  a-n-  —  ±  k'jp-. 
p'{i  rjL  Av)  —  a- II-, 

ri-        I  rp  Av 

Le  point  de  contact,  sur  0.-  (/  =  o),  est  donné  par 

1  Êl=-2a'n(p'-a'u')^^  ■ia''nk^ip\ 
1  dn 

L  ^^p[^{p^-a^n^)-lk^'''l^\^-^p[±l'''P'-l^'^P'^^'-'''^''I''^~'-'''^' 
1  dp 

dont  le  quotient  est 


P 


(±i--/,v)        /^(irp/lrv)  "     i -^  k'J  \J\^k- 


comme  vérification. 

Ce  sont  les  quatre  sommets  de  la  courbe  sur  Oz. 
Les  tangentes  parallèles  à  0--,  n  =  o,  sont  de  même 

I"  c'est-à-dire  d'abord 

dont  les  points  de  contact,  sur  Ox,  sont  donnés  par 

l'ti^.—  cH\p''-aH^]  ^l<'v'p'cH 

1  dl 

-■-c''l'{a-—c^+  k-^r-c-), 

L  ^  ^.,n.y^^a^P)-  2k^^^r-\-  k^'j^c^n  I 

2  dp 

—  pl'\c-~a'—k--j'r-\, 

dont  le  quotient  est 

c-  L 

/'    ""^    ' 

comme  vériliralion  (ce  sont  deux  sommets  de  la  courbr  sur  O.r) 

,  3 

J.nini.  de  Math    (G-  série),  tome  X.  -  base.  I,  i<ji-|. 
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2"  c'csl-à-dirc  ciisuile 

l>- —  a- i- =  li- ^■- p- •  p'(\  —  k-'j'')  —  a-l',  - 


l^es  [joints  de  coiitacl,  siii'  Ox'  («  =  0),  sont  donnés  pai' 

— -y  =:  —  c- 1[/)- —  a'I-]  —  rt'  l[p-  —  c''/-J  4-  /{' -j'/)"- c- 1 

=  — lp'[{a'—  C-)  -+-  C-/.-V-], 

-  -,—  =  n  I  o-  —  n'  l-  +  II-  —  c-  /-  —  2  /  '  v-/*-  +  A  -  '/■  c^  /-  ] 
9.  dp 

=:  p  r-{  a-  —  c-  +  c-  /. ■  V- ), 

donl  le  <|Liolienl  csl  —  -j  coninie  vriilication. 

(  (]i'  secail  -  avec  /,/"  +  //;-)-/>  ^^o  de  la  ihéoiie  classique  fies  cooi-dc 
nées  tangenhelles.  j 

Les  deux  sommets  sur  O;  j)Ositil  oui  donc  pour  cotes 

et  ne  peuvent  coïncider. 

Les  deux  somÊuets  sur  O.u  positif  oui  dcnic  pour  abscisses 

l'oui'  comparer  ces  deux  derniers,  il  l'aul  comparer  —    ,.,  à  c'-,  ou 
>i'-  à  fr(i  —  /l'v-  ),  ou  c'-  —  a'-  à  <rk'-v'-. 

Cietle  même  écpialion  (11)  va  nous  servir  à  clierclier-  si   la    méri- 
dienne a  des  lauirentes  flonhios  réelles.  Lu  ell'et,  soil  -  la  coti'  du  |)oiiit 

où  une  telle  tanj^ente  rencoulreiail  Or.  -  sera  (Ioiuk''  pai'  l'équation 


(i<'>)  a-c-l'-—  \{n''-h  c-){p- —  a-Il'-)—  eV.-'v-/(-' | /•'«- 

H-  [(p-  —  «-«-)-—  k'-J-p'-  \ii'-—o 
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qui  devrait  avoir  deux  racines  égales,  d'où 

{17)       /^={(i-—  c-)'-{p-—  a'-n-y—  2X-^'>-(rt--h  c-)c-p''if)-—  "-II-) 

-+-  c' Ix''  'y  jr  -\-  !\  l;'--j-(i-c- 1>''^^  o, 

équation  du  second  desfré  en ; ,  dont  le  discriininanl  est 

—  4  k- V- n- c'-\lya-  —  c' )-  —  A- v- c' ] . 
Or  nous  avons  posé,  d'après  (  i), 

c-  -H  -j'c-Zi-z^  rt', 

et  le  discriminant  devient 

—  4  k-  V-a-c-  (  /,-  v'-  —  V-  )  ; 

d'où   deux  cas  extrêmes  à   distinguer,  en  excluant  le  cas  limite  où 
/i-v'-  =  v'-,  qui  sera  étudié  ])lus  loin  à  part  (§  II). 

(Il  faut  d'ailleurs  remarquer  que  ces  conditions  dépendant  de  la 
période  vibratoire  t'   k"  mér/ie  corps  pourrail  réaliser  Vune  pour 

certaines  radiations  et  la  condition  contraire  pour  d'autres,   se 
prêtant  ainsi  à  de  curieuses  vérifications  expérimentales.) 

i"  Si  A|v'|>-|v|,  (17)  n'a  pas  de  racines  réelles,  il  n'y  a  pas  de 
tangentes  doubles  réelles  à  la  méridienne,  la  surface  de  révolution 
n'admet  pas  de  cône  circonscrit  à  deux  parallèles  de  contact. 

2"  Si  —  |v|  •<  Av  <  lv|,  (17)  a  des  racines^- 5 réelles  et  posi- 
tives, ce  qui  donne,  pour  les  points  où  se  croiseraient  sur  Or  les 
tangentes  doubles,  des  cotes  -  supérieures  eu  valeur  alisolue  à  a. 

Mais,  pour  que  ces  tangentes  doubles  soient  réelles,  il  faut  encore 

que  I — ^  soit  /ii?  pour  que  — tt  soit  positif  ou  nul,  et  par  suite 

acceptable. 
Or 

Donc  I  est  toujours  en  deliors  des  racines.  Les  deux  conviendront 
si  I  est  au-dessus.  Aucune  ne  conviendra  si  i  est  au-dessous. 


20  L.     HOCHE. 

,  .       ,  ,        .  ,  (a'  +  c-)cV.-v- 

(  )r,  leur  demi-somme  est  — j—, t-, 

(a'-c-)- 

Le  dénominateur,  qui  est  de  l'ordre  de  v'-,  nous  l'avons  vu,  sera, 
dans  les  cas  les  plus  fréquents,  inférieur  au  numérateur  qui  est  de 
l'ordre  de  v".  Donc  cette  demi-somnie  sera  >  i,  et  avec  elle  les  deux 
racines,  qui  ne  conviendront  pas.  Il  n'y  aura  pas,  en  g('/!èral,  de 
tangentes  r/oiibles,  résultat  capital  et  nouveau  pour  une  surface 
d'ondes. 

Le  cas  où  la  demi-somme  serait  i  est  celui  où 


a-  —  c-z=  —  /■  - V-  ±  I  /  —  /.' v'  ■+-  a  t*  A- v', 
2  V   4        . 

(  I  7  bis )  —  ^  /.' v=  ±  c'  A- V  1/2  -h  ^ . 

Le  cas  oùy(i)  serait  nul  est  celui  où 

et  sera  traité  à  part  (§  III),  v'  =  -  v-. 

Le  cas  où  les  racines  sont  égales  est  celui  où 

n-  —  c-  =  ±  c-/iv. 

ais  les  racines  r cUnil  sunnosees  réelles,  on  a 

|n-—  c^|-<  /.-v*f'; 

la  demi-somme  ne  peut  donc  pas  êlie  égale  à  i  puis(|ue 

[rt-— c-|<c- A-|v|, 

et  (|ue  a'-  —  c^  aurait  alors  pour  partie  principale  =t  r'- /r | v | \  •.>.  d'après 
(il  his). 

Doncy(ij>o,  demi-somme  >i.  les  deux  racines  <|  i ,  aucune 
tangente  double. 

Certains  des  résultats  ci-dessus  vont  se  retrouver  dans  l'élude  des 
cas  de  décomposition.  Le  principal,  l'absence  de  tangentes  doubles, 
aurait  pu  être  établi  directement  par  les  substitutions  suivantes  à  la 
place  de  p-  :  o(-f-oo)  >  o  à  cause  de  i  —  /»-v->  o  vu  la  petitesse  de  v; 

o{c^l^  +  a-n-)  —  —  k'''j^{c-i--\-  a-n-)n-n-<  o, 
9(o)  =  a-(t'  +  n-){c-l-  -ha'/i-)  >  o. 
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Celte  valeur  c'- 1.-  -+-  a^/r  sépare  les  racines  p^,  lesquelles  ne  [)euveiil 
dès  lors  se  confondre  qu'avec  elle,  ce  qui  exige  n^  ^  o.  Ce  serait  donc 
une  tangente  double  parallèle  à  Or,  pour  laquelle  l'équation  se  dé- 
compose en 

(  f/^  _  c^  P)(pi^aU'~  /r^  V-  )  =  o 

et  n'aura  ses  racines  égales  cpie  si 

a-  =:  c-  (  I  —  /i  -  V-  )  011  v'  :=  V- , 

cas  qui  sera  traité  à  part  (§  III),  comme  nous  l'avons  déjà  annoncé. 

En  dehors  de  ce  cas,  les  tangentes  à  la  méridienne  sont  séparées, 
deux  à  deux  et  avec  la  même  direction,  par  la  tangente  à  l'ellipse 

p-  ^=  c- 1-  -+-  a- n'. 

II.  —  Cas  de  décomposition. 

L'équation  de  la  méridienne  peut  encore  s'écrire 

[p-  —  a-{l-  -h  /i-)]'-  -h  {a-  —  c-)r-[p-  —  a-lj-  -h  /i-)\—  /,''v-/y'(/j'  —  c'-l')  —  o 

Elle  se  décomposera  donc  si 

c'/k'-'J- — (c- — rt^)-=o  ou  c- — a''-  =  ±c-lrj         ou         — /,v'z=±:v; 

nous  retrouvons  les  deux  cas  fournis  par  la  reclierclie  des  taiigeutcs 
doubles. 

L'expression  sous  le  radical  s'écrit  alors 


{c 


'-"■'■(m;/ 


et  les  deux  coniques  en  les(juelles  se  décompose  la   méridienne  de 
quatrième  classe  sont 

'"-"■<'— ■)=^['-'*l"-4')]- 

c'est-à-dire,  pour  l'une. 


2 r]p° —  '^''" —  a- li'^^  o  (ellipse),  «'/--+-  -f-  n-  - 

et,  pour  l'autre, 

p^ —  6''(  /'-t-  /(-)=:  o  (cercle  de  rayon  c). 


Pour  l'ellipse, 


{a-<c'  si  v'<o,  C-— rt'>o;  a'>c'  si  v'>o,c- — fl=<o), 


,      2(c-—a-)        ,  .       ^    .    , 
y-^c^ ^,_^„        (y-<c- SI  ■/<o,  C-  — o->o;  7'>c' SI  v'>o,  c''—rt-<o). 

I  -i ; 


y  =  ,      ^ 


V  ]  +  -£- 


On  no  ponrrail,  dans  ccUe  liypotlirsp,  avoir  ■/  =  o  sans  avoir  v  =  o, 

i-.^.  4. 
y: 


Vil^ 


et  les  deux  se  rédiiiraicnl  à  un  même  cercle  de  ravon  a. 
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Ilcprosenlons  ces  résultats,  en  exagérant  les  écarts  entre  les  axes  de 
l'ellipse,  et  remanjuant  que  -  <C  —  puiscjue  ^  <C  2  (fig-  3  et  4). 
I.es  tangentes  doubles  seront  alors  données  par  la  racine  double 


de  l'équation,  où 


/.-'/': 


{c^-c^y 


-Les  tangentes  doubles  sont  imaginaires,  ce  qui  constitue  la  vérifi- 
cation annoncée. 

Comme  autre  vérification,  dans  le  cas  de  déconqiosition 

c-  —  a'  ;=  ±  c-  /.  V,  —  /,  v'  =  ±  V, 

les  sommets  sur  O./-  ont  bien  pour  abscisses  c  et 


et  les  sommets  sur  ()z  ont  bien  pour  cotes 


V' 


c'est-à-dire,  pour  le  signe  —  , 


et,  pour  le  signe  +, 


/.-^ 


T  =  y- 


111. 


Variation  de  forme  à  partir  de  ces  cas. 


Faisons  maintenant  varier  a-  —  <ï-  ou  v'  à  partii-  de  la  valeur  cpii  a 
fourni  la  décomposition. 

Les  deux  brandies  de  la  méridienne  se  déformeront,  à  partir  du 


2.J  I..     une  11  K. 

cercle  et  do  rdlipso,  en   [)i-é.seiilaiil  d'iilnji-d  dos  foriiios  analogues  à 
celle  de  la  figure. 

Le  cas  où  a-—  c-  (ou  v')  croîtrait  on  valeur  absolue  a  moins  d'inlorèl 
physique,  car  déjà,  pour  la  décomposition,  nous  avions  /iv'  =  ±v, 
et,  comme  nous  l'avons  dit,  v'  doit  être  le  plus  souvent  considéré 
comme  inférieur  à  v,  et  même  d'un  ordre  plus  élevé.  Suivons  donc  la 
variation  du  côté  où  v'  décroît  en  valeur  absolue. 

Cas  v'  =  o.  —  Comme  cas  lirnito,  pour  v'=^o,  c  =^  a,  nous  aurions 

,,  a  ^  <^  , 

comme  sommets,  sur  U./;,  a  ot  -  >  a  et,  sur  Or,  —   de 

Y  I  —  A-v'  ^   I  zfi  /.  V 

part  et  d'autre  de  a. 

Dans  ce  cas  l'équation  do  la  méridienne,  ordonnée  en  jr  —  crl-, 

Imr.  5. 


duiuic,  si  Ton  développe  le  radical  par  rapport  aux  puissances  de  v, 

rt-  (  /-  +  /i-  )  =  /jî  qi  /.  janp '■ //-  4- .  .  .  ( 3"  ord re  ). 

Si  l'on  /if'gliKC  le  second  ardre ^  on  obtient  f/f^'.  ,")) 
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c'est-à-diie  deux  cercles,  méridiens  dcn  deux  sphères  ohlcniics  préci- 

Fig.  6. 


sèment  dans  ce  cas  par  M.  Boiissinesq  (  '  ). 


Vi  +  Ai/ 


Si  l'on  ne  néglige  que  le  troisième  ordre,  on  ohlienl  (//if.  G) 

/.•^v^\       ,        1 


a-{l^^  ii')=ip\p[  I 


(')  T-J'.  P'  479'  "Ole. 

Journ.  de  Math.  (  6'  série),  tome  X.  —  Fasc.  I,  1914. 
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c'esl-it-dire  deux  ellipses  ayant  un  foyer  commun  à  rorit;ine,  el  les 

deux  autres  lovois  réels  rcsnectils  aux  points  zp ;• 

Il  est  tii's  remari|ual)ie  (|ue  la  singularité  (  [loinls  doubles  et  tan- 

g(;ntes  doubles)  de  ces  deux  méridiennes  appiocliées  disparaisse  dans 

ré([ualion  r()m[)lèle,  on,  eomini-  nniis  xciions  de  le  dire,  les  deux  lan- 

f^cntes   parallèles  à   ();  ont   deux    |>oinls  de  contact  distincts  a  et 

,    que    nous   avons    représentes     en    exagérant    beaucoup 

y/  I  —  /i-  V- 

Técart  Av  {/ig.  7). 

CasV^  o.  —  Les  deux  sommels  sur  Oj;  ont  |)Our  abscisses  c  et 

a         c \/ 1  -t~  v' /,- 

\/i  — /.-v-   ~    \/i  -  /-v'^ 

Donc,  pour  v'  négatif,  on  aura  l'hypothèse  remarqualde 

I'-       c-(i        v-/,-),  f- — (7- -■  c-v-/,-  ('>''- ~  —  V-), 

pour  laquelle  ces  deux  soniinels  coïiiciib'ioul. 

Supposons  que  v',  négiiiif,  diminue  eu  valeur  absolue  à  partir  du 
cas  de  déconq)Osition  —  A  v  ==  v. 

F. es  deux  branches  |)arleiit  (Tune  forme  voisine  de  renseud)le 
(cei'clc,  ellipse). 


Vi+Z-i/ 


V"i-/:'^^ 


Au  moment  où  les  deux  sommets  sur  ()./•  viennent  coïncider  avec 
Tabscisse  c,  c'est-à-dire  où  (/ig.  9) 

rt'  =  6-2(1-)-  v'  A-'  )  =  cM  I  —  V  / '  )        (  v'  —  —  v'  ), 
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les  deux  aulrcs  sommets,  sur  O^,  sonl  (v>  o  pour  fixer  les  idées) 

(I  C  \J  I  —  V-  /T^ 


V'i  — /.v  \,l\~h'j 


■  C\!  I  4-  /,V. 


et 


a         c  v'i  —  v'/.-* 


cv/i  — /,• 


v/i  +  /.V  v'''-+-'''"^-' 

Mais  si  v',  continuant  à  décroître  en  valeur  absolue,  descend  au- 

Fig.   g. 


dessous  de  v",  le  sommet  sur  Ox  dépasse  c  (;t  la  forme  générale  rede- 
vient la  même. 

Faisons 

a-=c-{\  —  k-'v''), 

dans  Téquation  aux  lanj^entes  doubles 

k''  C' V' { p'-  —  a'-  n-y- 

—  3  k-'j'-{a-  -+-  c-)c-/y'{/>- —  a-n-)  -+-  c'  k'' /•  p'' -i-  !tk-'j-a'c-p''^  o 

doit  avoir  |)our  racine  doujjle 


=:  c,  /(  ;=  o. 


En  d'autres  termes,  c'est  l'écpiation  jnécédenle  (jui  doit  avoir  raciiu 
double  n  =  o,  j-  —  c. 

Or  elle  est  alors 

(  /j^  -  a-  r-){p^-  f2 1'  )-k- V-  p'  [  p-  -  C--  /»  )  =  o. 
et  (/;'-  —  c'-l'-y-  (i  —  A'-v'-)  =  o  ou  a  bien  une  racine  double  /)-'  =  c'-/-. 
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Mais  alors  aussi  Féqualion  suivante  (17)  donne,  en  effet, 
2  k^ c'y- +  2  (a-  —  c'  )  =  o. 

C'est  le  cas  où  /"(i)  =  o  donne  la  solution  n  =  o,  d'où 

Mais  c'est  un  cas  limite,  afileui'é,  après  le(|url  il  va  rctiail  en  sens 
contraire. 

Comuie  vérilicalion  de  ce  résultat  capital,  je  vais  prendre  lliypo- 

thèsc 

v'= — 6v-,         o<9<i, 

C- —  rt'^  —  v'c-A-zr:  9c-v- /.■■',         «- —  c^ —  9c''v'/>-', 

La  demi-somme  est 

t 

2  — ÔVU-  2 

— 7 — n-, —  =7^: — TT-r       i>i,  SI  V  est  Tjelil. 

O'v'-li-  b-'j-k- 

Donc  les  deu.v  racines  sont  >  i  et  ne  conviennent  pas. 

Ecarl  des  deux  nappes  de  la  surface,  ou  des  deux  arcs  de  la 
méridienne.  —  Il  est  intéressant,  an  point  de  vue  optique,  de  se 
rendre  compte  de  l'ordi'e  de  grandeur  de  cet  écart.  11  suflîl,  dans 
Ix  -h  nz  =^  p,  de  considérer  /  et  n  comme  cos  a  et  sin  a;  p  est  alors  la 
distance  de  la  taiii^cnte  à  l'origine,  et  l'écart  dépend  de  la  dillérence 
des  valeurs  absolues  des  racines />  de  lY-cjuation 

(p-  —  «-)(/'  —  c-  (•>><-  7.  —  ./'■  ï-iii-'a)   -  /. -v7'''(/>-—  (■-  cc»'-3t)  —  o. 

A  celte  éviilualion  nous  substituerons  la  rechercbc  écpiivalrnle 
de  l'ordre  de  gi'andeui'  de  /r  —  a'-,  qui  mesure  l'écart  de  la  nappe  et 
de  la  sphère  de  rayon  a,  d'où  l'écart  des  deux  nappes  entre  elles. 

La  somme  des  racines  p^  —  a'-  est  de  l'ordre  de  v'  et  de  v",  le  produit 
de  l'ordre  de  v-. 

Sous  le  radical,  il  vient 

(«' —  f'  -t-  c'k-^j-y  co'î'a  -l~  'irt'/.-v-  sin  =  3(. 
Ceci  est  une  vérilicalion  dr  plus  de  raijsence  de  tangentes  doubles 
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dans  tous  les  cas  possibles,  avec  le  seul  cas  d'exception  que  nous  avons 
rencontré. 

Fig.  10. 


Les  racines  sont  donc  de  l'ordre  de  v'  et  de  v-. 

La  discussion  que  nous  venons  de  faire  de  la  méridienne  de  notre 
surface  d'ondes,  de  révolution  dans  cette  première  Partie,  fournit  une 
réponse  négative  à  la  question  suivante,  qu'il  serait  naturel  de  se  poser 
dans  cette  Partie  et  dans  les  deux  autres  : 

La  surface  de  Frcsnel  se  déduisant  de  V ellipsoïde  par  la  Irans- 
formaliou  apsidale,  d'ailleurs  réciproque^  quelle  serait  V apsidale 
de  notre  surface  par  rapport  à  son  centre? 

On  voit  facilement,  en  effet,  ipie,  pour  une  surface  de  révolution,  et 
par  rapport  à  un  point  de  son  axe,  lapsidale  de  révolution  s'obtient  en 

faisant  tourner  la  méridienne  d'un  angle  -autour  du  point  dans  son 
[)lan. 

Nous  obtiendrons  donc  ici  une  surface  de  révolution  assez  compli- 
quée, au  lieu  de  l'ellipsoïde  de  Fresnel,  et,  par  induction,  dans  les  cas 
plus  compliqués  encore  des  deuxième  et  troisième  Parties,  on  ne  peut 
espérer  obtenir  une  surface  apsidale  simple  correspondant  à  la 
nôtre. 


3o  L.   uochk. 


DEUXlKMi:  PARTI  i:. 


ClIAlTiliK   I. 

ÉQUATIONS    DU    PlîOlil.l.MK. 

Ri;'[)renons  les  équations  de  la  premicie  l'arlie,  en  y  rem|plaranl  — , 
par  p  dans  la  seconde  cl  par  —  dans  la  Iroisièiue,  ce  qni  donne 
I    <Pl        d   .    .         ^  ..        dB 

i;?dF  -^di^^^''='^^'-rv' 

C^)  'V^7iF-dl^^^'-=^'--'--d:y' 

1     d'-tj  -  \  y        ^ 

c-  dF  —     2  ^        ^77  • 

Une  première  approximation,  basée  sur  la  petitesse  de  f,  de  h  —  a 
et  de  c  —  a,  donne  0  =  o  et,  par  suite, 


d'où 


Celte  liypotlièse  approchée,  0  =  o,   iiiipli(pie  (|u"on   négligera  plus 

loin  les  produits  de  v  et  des  dilTércnces  telles  (iiie  -, '-• 

'  1      0-        c- 

Les  équàlions  (18)  deviennent  alors,  en  posanl  f  =  v, 

1    d-t,        k-    df\ 
â^-  dF  ~lyi^in 

L'JLn  ■  '21. 'li 

b-    de-   "^  rt*  ■*  dt 
_i_  d'Z 


T.§-^i- 

1   d-  n       . 

f-  di-       -" 

§=--^r 

-JF  =  -''-'' 

'S  =-'•<■ 

«=-s<. 

A.>r,  —  —  —  ïi, 

A.Ï  =  -ÇÇ. 

=  A,ç- 

dO 
d.v  ' 

=  A,r/- 

dO 

=  A,Ç- 

dB 
.1.' 
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Mais  on  n'altérera  les  résiillats  que  (Fcri'eurs  du  secoml  ordre,  cga- 
Iciueul    négligeables,    roiiiuie    celles    du    calcul    |)récédetiL,    el    l'on 

donnera  aux    l'orninles  loule  la  symétrie   possible,  en  remplaçant  — 

et        [)ar  — .    ce  (|ui    revient    à   iK'gligcr   les   [(toduits   v(—    -  — )   et 

v(  J-;  —  —  )•  Les  é(juations  [irendiont  alors  la  forme 

I    d'I       k-  ^  dn  _  K   -r        (l'^ 
aP-  di-         c-     dl  '  ■         dx 


I    d--(\        k-    dt 
b-  di-         c-     dt 


i     d}^ 


■A2?  — 


dO_ 
dy' 
M 
dl' 


Nous  chcrclions  encore  des  solutions  de  la  forme 


(•■>) 


i   _   jl  -  i  -  ,Mt-L,-,nr-m)f 

L       M  ~  N  ~ 


dont  les  parties  réelles  fourniront  la  solution  physique. 
Leur  substitution  dans  nos  équations  donne 


(i|)) 


-,-~+i'- 


/,» 


4-^v/— i)^I  -H«/N    -o, 


'/„,_^^— )L 


I  I 

/;■-         (1)'- 


m-  ]M  +  mnN 


,A  N  —  o. 


Ici  la  symétrie  autour  de  l'ave  O  z  a  disparu  avec  l>  ^  a,  nous  ne 
pouvons  donc  plus  supposer  m  =  o,  et  le  prohlème  ne  se  réduit  plus 
à  deux  dimensions. 

La  condition  de   compatibilité  de   ces  trois  équations   liomogénes 

sera  ici 

II  /.v 

\-  l-  hn  -*- 

a-        0)- 


(20) 


V" 


,1l 


c- 
nl 
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à  liwjiu'lle  nous  donnerons  encore  les  deux  formes  (21)  et  (22^ 


(o,) 


à  cause  de 


/.  y  v' —  I 


/         m 


y-  -(- 


Py 


Pz 

fl)- 

I      «-^  -+-  a^ 


et  a-  +  :j-  +  y-=:  1 . 


a     •   (5         7         0. 

(C'est  réquation  aux  vitesses  w  de  propagation  des  deux  systèmes 
d'ondes  planes  normales  à  la  direction  de  cosinus  a,  p,  y-) 


(22) 


— -  —  (m-  -h  n- )  lin  -j- 


kvJ^. 


lin 


Ti-i'^+n 


ni 


ni 


—  —  («J--I-  «-) 


à  cause  de 


l-  -\-  m-  +  n-  ^^  — -• 


(C'est  l'cquation  lant^enticile  de  la  surface  des  ondes,  (pii  n'osl  plus 
ici  de  révolution,  et  à  laquelle  doivent  être  tangents  les  plans 

Le  -t-  my  -Jt-  nz  =z  1 
de  ces  ondes.) 

CHAPITRE  II. 

r.yUATION    AUX    VITHSSi;S    w    dk    puopacation. 

■    Cette  équation  (21)  yn'ut  s'écrire,  le  coefficient  de -7,  étant  identi- 
quement nul, 

(23) 


b-  C-  j  (,)• 


a'^b'-  & 


Il  '   /'     '  A-v-\  _ 
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La  condition  de  réalité,  où  l'on  fera  jouer  à  c  un  rôle  à  part  comme 
dans  tout  ce  qui  précède,  sera  alors 

-?fc.[-(:i-3)-Ki-i)]-'-i-iî°- 


1  I      I 


Elle  ne  contient  donc  plus  que  v  et  les  diflerences  7^ 

o-         c-    c-         a- 
I  I 

a-         b- 

Ces  différences  ne  peuvent  donc  pas  être  quelconques  par  rapport 
au  coefficient  v  de  dissymétrie. 


"CHAlTlIii:  III. 

CONSÉQUENCES    PHYSIQUKS. 

La  condition  de  compatibilité  (20)   étant  supposée  remplie,   les 

équations   homogènes  (19)   fournissent  pour  L,   M,  N   un  système 

de    valeurs    proportionnelles.     Écrivons    ces    équations    (19)    avec 
l         m         n         i 


Multiplions-les  par  a,  p,  y.  ^.  disparaît,  et  il  reste 


^- 


(,3L  — aM), 


que  1  on  peut  écrire 
aL4-;3M+yN 


Journ.  de  .\fath.  (6'  si-iie),  loiiie  X.  —  l'dsc.  I,   lyi',.  3 
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C'est  la  généralisalion  exacte  de  la  première  Partie,  et,  ce  qui  est 

très  remarquable,  les   différences  —  —  -n  el  — -.>  restant  petites 

^  '  a-         b-         a-         c-  ^ 

dans  les  cas  de  l'expérience,  il  y  aura  encore  qiiasi-transversalité  des 
vibrations,  qui  se  feront  à  très  peu  près  dans  le  plan  de  l'onde. 

Les  valeurs  proportionnelles  à  L,  M,  N,  prises  pour  la  symétrie 
dans  les  doux  premières  équations,  et  divisées  par 


b- 
seront 

L  =r 1 ' ^-^ =   L'4-  \J\i 


\(o-        a- /  \(.j-        h-  J 


M  ^ '^ ^''''\  ~  ' =  M' 4-  M V— 


y 


a- 


b- 


''H'-^'      «Vl'-^-      i>'-) 


où  L"  et  M"  sont  de  Tordre  de  petitesse  de  v. 
Alors,  en  posant 

\  '->  J 

et  désignant  par  ,a«  la  partie  réelle  de  l'imaginaire  «, 

i:;=A(L'  4- L"  \/~)(cos6  + v'~si"^)  =  L'  cos5  — L"  sini/, 
ï)  =  .'fl(M'-+-  M"\  ^)(cos9  -t-  v/^sinô)  =  M'cos5  —  M'sin9. 
Ç=A  N  (cosô -i-^/^^sinô)  =Ncose. 

Ici  les  ellipses  Irajecloires  sont  rinlerseclion  du  plan  de  l'onde  avec 
le  cylindre  plus  compliqué  obtenu  par  l'éliminalion  de  0  entre  les  deux 
premières 

(25)  (.M-;-I/r,)2-h\.M';  — L'Yi)'=(L  .M-.M'L")'. 

Dans  ces  diverses  expressions,  co  doit,  bien  entendu,  recevoir  les 
deux  valeurs  racines  de  l'équation  en  oj  des  vitesses. 

D'autres  conséquences  physiques  résulteront  de  la  discussion  de  la 
surface  des  ondes  au  Chapitre  suivant. 
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CHAPITRE  IV. 

SURFACE    DES    ONDF.S. 

I.   —  Propriétés  générales. 

L'équation  langeiiliollc  (22)  de  la  surface  des  ondes,  développée  et 
rendue  homogène  comme  celle  du  plan  de  l'onde  Ix  +  my  +  n:  =^  p, 
devient 

(26)     /J*  — />- [ rt- ( m- +  n-)  -+-  b'-{n'+  P)  -+-  c'-{l-+  nt-)] 

-i-  {l- -+-  /«-  -1-  /i-)  (  i-c-/-+  c-a- m- -h  a-b-n-) 

a-b"^ 
—  — —  A-v-p^[/j-  —  c'-(/-  +  m-)~\  =z  o 

ou 

F —  A-v-B-L  :=  o. 

c 

F  =  o  étant  l'équation  tangentielle  de  la  surface  des  ondes  de 
Fresnel  ('),  et  C  =  o  l'équation  tangentielle  d'un  cercle  de  centre  O 
et  de  rayon  c  dans  le  plan  Ojcy. 

La  surface  est  inscrite,  quel  f[ue  soit  v,  dans  la  développable  cir- 
conscrite commune  à  ce  cercle  et  à  la  surface  F  de  Fresnel. 

Une  vérification  intéressante  consiste  en  ce  que,  pour  a  =  ^=  c, 
elle  donne,  comme  celle  de  la  deuxième  Partie, 


w  „  .         ,,  „       /''•',,,  /  p-k'j 

(7-  (  /-  H-  /?!-  H-  /«-  )  =  p- p-  àz  ak  V  lipi  /  I  -h  7 — ;-^ 

'  2  y  lia-n- 

=Z  p- p-  ±  «AV  np       1  +  -jî— ; ;    +  . 

■  afiv/iV-       ,,   ./       p-        a'-n-        p^  \ 

OU,  en  négligeant  le  second  ordre  /i*v-,  l'équation  (ans^^rntiel/e  des 
deux  sphères  de  rayon  a  et  de  centres  ±  a  —  sur  Or,  obtenues  dans 
cette  hypothèse  par  M.  Boussinesq  ("). 

C)  Richard,  Thèse,  p.  9,  forme  (A'). 
(-)  II,  p.  479,  note. 
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A  partir  de  ce  cas  limite,  «-  —  c-  et  h-  —  c-  cessant  d'être  nuls  pour 
devenir  très  petits,  la  surface  se  déforme,  ses  deux  nappes  s'éloignant 
progressivement  de  ces  deux  sphères. 

Les  distances  à  l'origine  p  de  leurs  plans  tangents,  si  /,  /»,  n  sont 
réduits  à  être  les  cosinus  directeurs  des  normales  (7- -t-  m'-  +  /r  =  i), 
sont  les  racines  de  l'érpiation  bicarrée 


c-(  I —  /,-■■. 


+  { b"- c'^ l-  -\-  c'a' III-  -h  a'-l)- n")  =  o. 
Nous  poserons 

(   w- —  c-=  V  /.-c-, 

en  introduisant  les  coefficients  très  petits  v'  et  v",  analogues  au  coeffi- 
cient v'  de  la  première  Partie. 

L'écart  des  deux  plans  tangents  dépend  de  l'expression  sous  le 
radical,  laquelle,  avec  ces  notations,  devient,  au  facteur  r'A-près, 

a'/y-    „  ,      ,,,,,.      /.-  r  ,  o'h-l' 

—^n--j-—  k-n-'j  V   +  --    •/(/;(- -f-  li^)  +  ■/'(«-+  /-)  +  v'(/=+  m') — — 

C"  c'  ' 

Tous  les  termes  sont  au  moins  de  l'ordre  de  v'-  ou  de  v'v". 

Supposons  que,  pour  une  valeur  donnée  de  v,  les  autres  coefficients 
v'  et  v"  partent  de  zéro  par  valeurs  d'ordre  infinitésimal  décroissant 
jusqu'à  celui  de  v''. 

Le  premier  des  termes  sous  le  radical  sera  prépondérant,  et  celui-ci 
ne  pourra  s'annuler  :  il  n'y  aura  pas  de  plans  lang<^iils  (toiihlcs. 

Supposons  ensuite  que,  la  grandcurde  v' et  v"  croissant,  ils  atteignent 
l'ordre  de  v-.  Tous  les  termes  sont  positifs  si  v'  et  v"  sont  positifs,  el  il 
ny  a  pas  encore  de  plans  tangents  doubles  réels. 

Il  y  en  aura  dans  le  seul  cas  où  l'un  au  moins  des  coefficients  v'  etv" 
serait  négatif  et  ils  formeront  alors,  au  quatrième  ordre  près,  unedéve- 
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loppable  circonscrite  à  la  surface  et  à  la  conique 

L   c*  c"  J  '■• 

du  plan  de  l'infini. 

l''tudions  au  conlrairc  celte  surface  en  y  supposant  «,  h,  <■  fixes  el  v 
variable.  Nous  pourrons  même,  vu  l'intérêt  géométri([ue  delà  (piestion, 
ne  pas  supposer  très  petits  à^  —  c%  ¥  —  c%  v. 

Nous  remarquons  d'abord  que  l'échange  de  a  et  h  (v'  et  v")  revient 
à  échanger  /et  m,  c'est-à-dire  O.r  et  Oy.  Nous  pourrons  donc  tou- 
jours supposer  a  >  6  par  exemple. 

C'est  ce  que  nous  ferons  dans  les  paragraphes  suivants. 

II.  —  Développables  circonscrites  simples. 
L'équation  tangentielle  (26)  de  la  surface  peut  s'écrire 

[  p^  —  c-  (  i'  +  m-  )][/'-('-  ^,-  /.-  'A  —  {  «'  "«'  +  *'  ^-  )  I 

4-  II--  [  b'  ( c-  +  a~  )r-  +  a-(  b"'  +  c- )  «-  4-  «- 1!)- m-  —  {a' +  b')p'- ]  =  o. 

La  surface  est  donc  inscrite  dans  les  quatre  développables 

c-(/--H  7»^)  — /)^=o, 

/!  :^  o; 
c-(/-+  m^  )  —  /)-=  o, 

(î>-^/^4-  a-m'^—p^'  (  I ^  A^v- j  =  o, 

«  =r  o  ; 


(i:>2) 

(1^3) 


(a.) 


A2  (  ^1  _,_  „a )  /2  _^  f,2  (  //.  _^  f  2  )  „j2  _^_  a-  //-  /J-  —  ( rt-  H-  fc=  )/>-  =  o, 


dont  les  deux  premières  (D,)  et  (IL)  sont  Indépendantes  de  v. 

(D,)  est  un  cylindre  de  révolulion  ayant- pour  trace  sur  0.r/  le 
cercle  de  centre  O  et  de  rayon  c. 

(D3)  est  un  cylindre  elliptique  de  même  direction  ayant  pour  trace 
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sur  Oxy  l'ellipse  de  flonii-axos  —  =  sur  0.r  et  —  = 

sur  Oj)'. 

Ces  deux  cyliudres,  l'un  fixe  el  l'autre  dépendant  de  v,  constituent  le 
contour  apparent  de  la  surface  sur  ce  plan,  et  par  suite  leurs  traces  en 
constituent  les  sections,  sous  réserve  de  singularités  d'ordre  supérieur. 

Il  est  intéressant  d'examiner  dans  quelles  conditions  ils  se  coupent 
réellement,  la  nature  de  cette  intersection  étant  visiblement  liée, 
quoique  de  façon  plus  ou  moins  complexe,  à  celle  des  singularités  de 
la  surface.  Or,  la  réalité  de  cette  intersection  exige  que  le  rayon  du 
cercle  soit  compris  entre  les  demi-axes  de  l'ellipse,  c'est-à-dire, 
d'après  l'hypothèse  reconnue  suffisante  «■>  b'-, 


-<€■< 


,  ,     ,fb-  ,  ,     ,  «^ 

I  —  A  -  v' — -  I  —  /,  -  V- 

c'  c' 

'i'  b-  ,^   . 

b-—c-< _  A«v''<a2— c^ 

c- 

v"<-— -/<-/. 

On  voit,  coniiNi'  co/isrrji/rnrr  (rrs  remarquable,  que  l'un  an  moins 
des  deux  eoefjiclents,  v".  celui  qui  correspond  ou  plus  petit  axe  /;, 
doit  être  négatif,  et  que  le  second  peut  l'être  aussi. 

Ceci  concorde  avec  le  résultat  obtenu  ci-dessus  par  l'étude  du  radical 
et  peut,  soit  inspirer  un  choix  de  vérifications  expérimentales,  soit, 
du  sens  de  ces  vérif  cations,  faire  conclure  au  signe  de  v'  et  v"  pour 
la  précision  des  résultats  des  Chapitres  précédents. 

(Dj)  peut  être  représentée  par 

f-  (  /*  4-  ni-  )  —  p-:=z  o 

avec 

a- (  I?-  —  c-  )  /-  -+-  l>^ (  a-  —  c-  )  m-  -+-  a'  /j-  n'=:o, 

conique  du  plan  de  l'infini  resserrée  autour  de  O;  quand  a'-  —  c-  et 
i*  —  c-  tendent  vers  zéro. 

(D,)  peut  de  même  être  représentée  par 


/  .  /.  .)  ,  ,   /  /o     o  f'-t>-\ 

II- 1-  -\-  a- m-  —  />-  i  I  —  A-  v^  — —  1  =: 
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h-{c-—  b^)l-+  a-{c-  —  a-)in-'h  a^  b- n- --  (a- -h  h-) A- •>-«-  =  o. 

'    c* 

(D2)et(D,)  peuvealèlre  représentées,  sous  forme  paramétrique,  par 

(D,)  l=^cos9,  ni  —  E-ûn'J: 

c  c 

(Dj)      6/  =  /-!  cos9i  /  I  —  />-v- — 7—,  ani  =^  i>  s'inB  i/ i — /,-v' — —•, 

d'où  la  seconde  équation  déduit  -  en   0. 
^  P 

Achevons  le  calcul  pour  (D:; ),  la  plus  simple,  et  indépendante  de  v  : 

■^  =  (tt  —  A- )  coi-'j  +  i—, ^  )  sin^O. 

[1-        \b-        c- J  \a-        c- I 

Nous  savons  qu'on  peut  supposer  a  >  b. 

Alors  :  si  c->  a'-^b-,  -  est  réel  quel  que  soit  0  ;  si  f/->>  c^>-  b-,  il 
y  a  pour  G  des  limites  données  par 


n        .    à      /        b-        C-  a     /c'  —  è' 

"  \/  I         I  b\  a-  —  c- 


e\.Ann\l\■An\.n\ûa-^b-^c-,  la  développable  est  toutentière  imaginaire. 

On  peut  rapprocher  ces  résultats  de  ceux  que  nous  a  donnés  le 
rapprochement  de  (D,)  et  (Dj)  pour  la  forme  de  la  surface. 

L'arête  de  rebroussement  de  la  développable  s'obtient  sans  peine 
sous  forme  paramétrique.  Le  plan  tangent  est  en  effet 


(a)  ab{x  cos9  -h  j  sin  5)  -+-  ckz  \  —  v'a-  cos'  5  —  v'6-  sin'5  —  abc  =  o, 
équation  à  laquelle  il  suffit  d'adjoindre  ses  deux  dérivées  par  rapport  à  0  : 

(b)  ob{—.7:=.in'i-i-vrn^9)-+-r/.r.  '  , 

\J —  -y  a-  cos- 5  —  v'6'  sin-5 

(c)  ab{ — xcos9 — -csinS) 

-h  cA  -  (  V  '  «'  —  V  /*-  )  -77  1     ,  I  ^=  O  ; 

d^  \\J—  v"a'-  cos^e  —  v'  6-  sin-ôy 
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d'où 

,/   / sinO( 

^\/ —  v"rt-  cos-G  —  -j' b-  sin-0 y 

{•■/a'- —  v'6-)  sin-6  cos9 


abx  =  a^c  cosO  —  ckz  cos^v^—  v'a'  cos-9  —  v'6'  sin-9  -f-  cA-- 


rt/^_)'  =  aie  siii9  —  c/rs  siiiô  \/ —  v"a'  cos-9  —  v'^'  sin'9  —  c/i  c 


y' — -j"a-  cos'6  —  v'Z>'  sin-0 
(v"rt-  —  v'  6')  sin  9  cos-0 


\/ —  v"  rt^  cos-  9  —  v'  ^-  sin " 0 

Les  équations  tancfcnliellos  des  traces  de  la  développable  sur  Ox"- 
et  Oyz  s'obtiennent  par  l'élimination  respective  de  m  et  de  /  entre  les 
équations  (13.)  : 

(Do),  {b- —  a2)c'/'M-  a'b^c-n-+  b'-{a-  —  c'-)p'-=  o, 

et  de  même,  par  échange  de  a  et  b, 

( Dj )2  (a-  —  b- ) c' /«-  4-  M-  ^- c- rt-  +  «■-  (  b- —  c-  )/;-  =:  o. 

On  voit  que  le  genre  et  l'espèce  de  ces  coniques  dépendent  encore 
des  signes  des  mêmes  dlfTérences. 

11  faut  toutefois  remarquer  que  par  une  telle  conique  réelle  peut 
passer  une  développable  imaginaire,  comme  par  une  courbe  imagi- 
naire, dualislique  de  la  développable,  peut  passer  un  cône  réel. 

Cela  dit,  les  trois  cas  au.v(|uels  nous  venons  d'être  conduits  donne- 
ront : 

c- >  a- >  6-,  (Dj),  —      +     —  hyperbole, 

(1)0)2  4-     -+-     —  ellipse  réelle; 

a->c->b'',  (Dj),         —     -I-      4-  hyperbole, 

(Dj)2  +4-     —  ellipse  réelle  ; 

a'>b->c-.  (I>2)i         —     +4-  hyperbole, 

(Do)»  -(-      -(-      4-  ellipse  iiiia.i;lii;iire. 

Le  conloui'  ap[)arciil  de  la  sLulacc  sur  le  plan  y  =  o  est  de  même 
nature  que  pour  la  surface  de  noire  première  Partie,  dont  il  n'y 
aurait  (pi'à  reprendre  les  résultats. 

III.   --  Ellipsoïde  de  référence. 


l^'écpialion  {ib)  de  noire  surface,  résolue  par  rapport  à  p-,  tlunne 

—  ci- (m- -h  n-)  4-  i^(/i-4-  /-)  4-  (<■''—  ^^  A' v- j  ( /=4- /«-)  ±\/ .  .  ., 


,       r.  V  o    /  ('■'b'    ,  ,      „ 

(28)      2/)-      I r-/f-v' 
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c'est-à-dire  réquatioii  (riiii  ellipsoïde 


(29)       2/J-       I 


^>^-^0 


=  (  6-+ c'—^ /.-•/)/'+  (c'-Ha'-  ^/,îv2)/«2-|-(«'+  b'-)n-. 


à  partir  duquel  (comme  plans  tangents)  les  plans  tangents  à  notre 
surface  sont  détermines  par  ±  le  radical  portant  sur 

r                                                                                             a-  6»  "1 2 

a-  ( m-  +  «-  )  +  />'  (  /i-  +  /'  )  +  f'^  (  P  +  m-  ) -^  /.•'  v-  (  /-  +  /«-  ) 

—  4  (  ' —  ^'''■''  )  (''+  "'-+  n-)  {W-c-  P  +  c'a- m''  +  a'-  //'  11-). 


Mais  les  termes  indépendaiils  île  v,  transformés  par  I  identité  de 
Lagrange 

(  /-  +  m- -h  n-)  (  b-c^l-  +  c-n'-ni^ -h  a'^ b- /t-) 

^  (  bel-  +  ca/)i^-^-  «A/r  )-  +  2i(c  —  b)'-  cû m''  n"- , 

contiennent  tous  {b  —  c)-,  ou  (c  —  a)-,  ou  (a  —  />)-. 

Le  radical  est  donc  de  l'ordre  de  la  plus  grande  des  ^,  b  —  c,  c  —  a, 
a  —  b^  et  les  plans  tangents  à  notre  surface  s'écartent  des  plans  tangents 
à  rdlipsoïde  de  quantités  de  cet  ordre. 

Kn  faisant  v  ^  0,  on  trouve  pour  la  surface  de  Fresnel  l'ellipsoide 
plus  simple 

2/j'=  (6-  +  f')/-+  (c-+  (7')/H- 4-  (rt--t-  b'-)/r. 

La  même  idée  pourrait  être  a[)pliquée  à  la  surface  plus  générale  de 
la  troisième  Partie  ;  nous  n'y  reviendrons  pas. 

Le  résultat  précédent  suggère  des  hypothèses  qui  pouriaiont  con- 
duire à  des  vèrijîcations  expcriinenlales. 

Cet  ellipsoïde  pourrait  en  eflel  être  de  révolution,  non  seulement 
dans  le  cas  b  =  a  àe  la  première  l'artie,  c'est-à-dire  autour  de  O;, 
mais  dans  deux  cas  nouveaux  : 

1°  Autour  de  Ox,  si 

c' 
1°  Autour  de  Oy^  si 

, a"- b-   ,, 

C' 
Journ.  de  Malh.  (6"  série),  toiiiE  X.  —  Ku5C.  I,  191^.  O 
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Ce  sont,  [JOUI-  les  doux  cocfficieiils  de  birélVingcnce  v'  t-l  v"  de  celle 
deuxième  Parlio,  les  liypollièses  ([u'on  a  renconlrées  pour  v'  dans  la 
première. 

(Je  sont  aussi  les  cas  liiiiiles  de  la  discussion  du  paragraphe  précé- 
dent sur  (D.)  eUDj). 

1\  .  —  Quelques  plans  tangents  particuliers. 

Le  rôle  joué  dans  ré(piatii)n  de  la  surfice  par  les  trois  constantes 
a,  l>,  c  suggère  l'idée  d'étudier  les  [jlans  tangents  de  la  forme 

(I)  (rr -t- A  )■   1- c;  —  p-=  o. 

p-  l'iant  pnsitif  ou  négatii',   mais  p  étant  une  inconnue   du   degré    i 
triioniugénéilé,  el 

(II)  -+Y  +  ---^o- 
a  0         c         ij 

G  étant  une  inconnue  tlu  degré  o  tlliomogénéiLé. 

1°  Portons  les  cooidimnées  du  planfl)  dans  l'équation  langenlielle, 
(|ui  devient 

,n    ..      (         ,n  ■,('-l>-\   M         A  ■},!■>   ■•        ^    -        •i'\       a- ù- {a" -\- b-)    ,   ,1 
(3o)      (  I  —  /.''v-— 7— Ip"  —  P'    i{0^c'-\-c-a-+a-b-) /.-v 

+  3  a  -  6-  c-  (  a-  -+-  h-  +  f-  )  :=  o. 

et  formons  la  partie  principale  du  radical  pour 

(27)  ■,,  ,,  „,,, 

f   i^=  f-(i  H-  va:-). 

Nous  obtenons,  comme  fadeur  de  r\  en  tleliors  des  termes  en  v, 

[(v'  +  v")- —  3v'v"  I  /.'  4-  (v'  -h  v")v'y"/.*  -1-  v'-v"-/i*. 

Ces  termes,  (]uand  v'  et  v"  partent  de  zéro,  commencent  |)ar'  èlre 
négligeables  devant  le  terme  en  A'-v-,  (pii  s'écrit 

/'V^rtV/'c'j  3 +...*. 

\)v  plus,  la  sipiiime  et  le  produit  des  racini'S  p  '  sont  positifs.  \  a-> 
(pialre  \alciirs  de  :'-,  et  par  suit(.'  les  [)lans  langi-nls  de  diri'cliori  (  I  '\, 
eomnieiKiMil  |iar  être  réels.  (  ",es  plans  resleront  réels  et  dislinels  dans 
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loiislcs  cas  rcpoiulaiil  à  dos  phénomènes  pliysi(|n('s  où  v'  cl  v"  n'allcin- 
di'ont  pas  de  valcnirs  comparables  à  v. 

Il  n'y  aura  donc  pas  de  plans  tanyenls  douilles  parallèles  à  colle 
direclion,  ce  qui  est  d'accord  avec  nos  résultais  i;énéraux. 

2"  l'assons  aux  |)laiis  lauij;'(;nts  (11  )  doruK's  jiar 

(30     -!-(,-/,  =  v-^li^ 

-jj—  +  I  +  v' /,-  +  1  +  V  /,-  -H 


<7^  I  I  +v"A--  I  -+-  v7."' 

1  k'v- a" /i~  [        1 


I  +  v'  /, -         I  +  v"  /,  -  £■''         \  1  +  y'  /,  -         ]  -H  ■)"  /,  ■ 

Si  l'on  considère  v'  et  v''  comme  au  moins  du  premier  ordre,  on  voit 
que,  dans  le  coel'licieut  de  —,  les  parties  du  premier  ordre  se  déti'uisent 
et  ([ue  ce  coelTicieut  se  réduit  à  —  6  au  second  ordre  près. 

Le  terme  indépendant  de  —  se  réduit  de  même  à  +  q,  et  réipjaliou 

_i__  ^         - 

admet  comme   racines  doubles   it  y'î,   ce  (pii  est  prévu,  car,  pour 
h  =  c  =  a,  l'on  doit  bien  avoir 


+  V-  =  <' 

pour  véiilier  l'écpiation  langentielle  de  la  splière 

a-  (  /-  +  ni-  +«■-)=  p'         ;i  vec  l  ^::  m  :=  n. 

C'esl  donc  de 

que  les  solutions  de  l'équalion  complète  dillèreut  peu. 

On  peut  évaluer,  par  un   calcul  assez  laborieux,  l'ordre  de  cette 
diU'éreuce. 
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Si  v'  cl  v"  sonl  (rordic  supérieur  à  v,  on  peut  réduire  les  racines  à 
1   _  3  -   /.-v'±/.vv'3 

Si  v'  et  v"  sonl  de  l'ordre  de  v,  ces  coefficienls  modifieronl  siniple- 
menlle  lerme  en  v  au  numéralcur  sans  en  changer  l'ordre. 


\  .  —  Plans  tangents  singuliers. 

Recherchons  les  singularités  langcntiolles  réelles  de  la  surface  en 
essayant  d'annuler  les  dérivées  partielles  du   premier   membre   de 

0  =  0  (2G)  : 

1  ^  =/[-  (/>'+c')/>M-  b'-c-'-{l-+,n'-+  n-') 

->r  b-c- /-  +  c' a' m'-  -+-  ti-  b-/i-  -\ ^—  X'v'p-], 

c- 

-  —^  r=  m  f—  (c'+  rt-)/'-4-  c-a'-t/'+  W-+  /(-) 

2  dm 

-r-  b* c"  l- +  c- a- m- +  a- b- li- -\ ;ï— /i''-'"/'' ]' 

-  — ^  —  «  1—  («-+  b')i)'-+  a- b-(l-+  /»-+  II-)  +  b*c-l'-{-  c-a-m^  H-  a-b^n-], 
1   on 

-  -^  —■?. p^  —  p [ rt- ( m-  +  «- )  4-  6- (  n-  +  r )  +  c' ( /-  +  /"-  )  I 

—  2  — ;—  A-  V-  /('  H -—  L-v'p'  (t-  +  m-}. 

<:'•  '  c- 

Les  plans  tangents  par  l'origine  (p  =  o)  sonl  imaginaires,  comme  le 
montre  0  =  0.  Ils  donnent  d'ailleurs 

m  [c-tf'(/-  -h  ni-  -{-  Il  -  )  -h  b-  c-  /'  -h  c^a-m-  -+-  a^b-  n-]  ^;  o 

rt[rt'i'(/-4-  /«■-+  «')  H-  b-c'  l'-h  c'-a'h7i'-+  a- b^  ii-]  —.  o 
(/'-t-  III-  -\-  n-)  (b-c°/^+  c'a-ni^-h  a* b'  11')  =  o 

1"  Si  /'  +  /«'■  + rt^  =  o,  ce  sonl  des  plans  tangents  isotropes  par 
l'iirluiiie  : 


pour 

W=°' 

pour 

âo  _ 
ôin 

pour 

03 

pour 

0  =  0. 

SURFACE    DES    ONDES    ET    POLARISATION.  4^ 

a.  S'ils  vérilient  en   iiiêinc    leiups   Ir  c- 1- +  c'd-nr -\- à^b'- li' =^  o, 
ils  sont  bien  plans  tangents  dbiibles,  et  déterminés  parles  valeurs 


a'(h-  —  c-  )         //-  (  c'  —  a-  )        c-(a'  —  h-  )  ' 

b.  S'ils  ne  vriilicnl  pas //- r-/-  +  c'-a-/n^  -h  irb-n-  =  o,  ils  devraient 
vérifier  /  =  m  :=  /i  =  o. 

2"  'èï  b-c-l'- -h  c'-ir //r -h  a'- b'-fi^^  o,  ils  doivent  de  même  vérifier 
/-  +m-  +«-^  o,  ce  sont  les  précédents. 

Clierchons  donc  des  plans  tangents  p  ^  o. 

Si  nous  supposons  aussi  n  ^  o,  la  condition  -^  ^  o  donne  à  ^  ==  o 

et  -T-^  ^  o  la  forme 

dm  ' 

o  =  ( c-  —  rr)  I  [ —  //-'  +  6-  (  /-  +  m-  -4-  rt-  ) ], 
o  =:  (c- —  b-)ni  [ — p-  -H  o-  (/'  +  m-  -+-  «'-)]. 

11  n'y  a  pas  à  essayer  d'annuler  les  deu\  crochets,  ce  <pii,  à  cause 
de  a^b,  exige  /- -i- m- -!-/«■  ^=  o  (plans  tangents  isotropes  déjà 
étudiés). 

Essayons  d'abord  l  =^  m  —-  o,  ce  <jui,  dans-p  =  o,  donne 

—  — -  :=  la-  h- n-  —  (a-  -\-  b^  )lJ'^  o, 
in  ou 


'=^.[<"--"'y-»'~\ 


et  ne  s'annulerait  que  pour  une  surface  particulière,  d'ailleurs  imagi- 
naire, 

a-  —  h^z=  2  A ;— V—  i- 

c-  . 

Annuler  /  dans  l'un  et  le  crochet  dans  l'autre,  ou  annuler  le  crochet 
dans  l'un  et  m  dans  l'autre,  cela  constitue  deux  cas  symétii(pics,  dont 
il  suffit  d'examiner  le  premier. 

Alors 

—  -^=—  («'+  l)^)p^+  a-l)-{in^-+-  n-)  -+-  c-n'm--\-  a-/y'/i--\-  ^—^k^v-p- 


2n  du 


;  a?- m-    c- —  a- -\ —  A- v*    -(-«-/(-     li-  —  a-  -\ —  l^-'J^ 
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Cl 

ç>  =/>'  —  />-[( (r -(-  c')in'-^  {a-->r  h-)n-\ 

+  a^{c'in-+  l)-n-)(m-  -j-  n-) —  /c"'j-fj^(/>- —  c-m-)=:  o 

=  «-(/«-  +  «')  — j— /■-v-  [(c-—  a-) ni- —  ci- n- \. 

n- :^  —m'-  donne  dans  la  première  c-  —  a- —  Ir -\- à- ::^  o  à  cause 
de  c'-  —  h'-  ^  o. 

a-  n-  =  (c-  —  a'-)m'-  donne  dans  la  première  la  condition 

/,-v  =  a-//- 

(32) 


/' 

o 

^/-         c-  —  ci-              c-               fi'-c 

a  y  ±  :  \/c-  —  a'  ^:  ne. 

,±Y|-'--'     - 

A  celle  solulion  doil  se  joindre  la  solution  syméliifpie,  par  écliange 
de  a,  I  avec  h,  /??.,  exigeant  une  surface  où 

(33)  (I  4- v'X^)-/A^  =  /.-''""/'"• 

iMifm,  une  surface  réunissant  les  deux  conditions  (32),  (33)  exigerai l 

(i  +  v'A-)v"=  (i  4- v"A-)v'  =  V-  — ;^- 

Â-'v"  +  v'  —  -J- —  =3  o, 


—  I  ±i  /  14-  /(  /.'v-  — —        —  I 


\/ 


■2/,- 


La  seule  solulion  pliysi(piemenladmissil)le  est  celle  «pii,  conespoudant 
au  signe  -f-,  est  infiniment  |)elile  avec  v,  savoir  : 

(  Mi  )  v'  —  v"  —  — —  V- 

Mais  ce  cas  a  déjà  été  exclu  {cr  =f^  b-). 
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La  condilion  — ^  =  o  peut  «;tro  vérifiée  par  //  =  o,  mais  alors 
an  ^  1  ' 

Il  faut  donc  annuler  l'un  ou  l'autre  de  ces  deux  facteurs. 
Le  second   sera  étudié  tout  à    l'heure.    L'annulation    du   premier 
donne 

r-i-  —  ma'-  I  —  /->-  +  c-  (  /-  +  //(-  )  1. 

2    Oui 

Si  donc  nous  supposons  ce  second  facteur  ^  o,  nous  n(;  trouvons 
comme  solution  que  le  plan  l  =z  //i  ^  /t  z=  o  de  1  infini  cpii  est,  en  ellet, 
un  plan  singulier  de  la  surface,  sans  intérêt  au  point  de  vue 
pliysique.  ' 

i']tudions  en  détail  les  solutions 

/l.  z—  u,  /)-  —  (■■-  (  /-  +  m-  )  =:  o, 

communes  à  notre  surface,  à  celle  de  Fresnel,  et  au  cylindre  de  révolu- 
lion  d'axe  Os  et  de  rayon  c.  Dans  quelles  conditions  ces  plans  peuvent- 
ils  être  singuliers  pour  notre  surface? 
Posons,  pour  le  voir, 

/=:— cosQ,  nizn—sinO, 

c  c 

et  cherchons  à  vérifier  -j-  =  — —  =  o: 
i)l  <)ni 

'     '^?  F'  nf;,  -■Cl  >     ■     ./1  -l  ;.     ,  a"' h"' 

-  —-^,    :=  i—  COSy      O-  COS-t^  +  «-  Slll-y C-       I  /,-V-  

2     t//  C  L  \  '^' 

1  ÔJ  f'-rï,,  „r  ,      ■       ,A  .1  ,,     .,   'l' Ij"' 

-  -r^  =3  -^—  siii  0     />'-  cos-0  -+-  a-  Sll]-()  —  c-     I  —  /,-v-  — — 

2  àiii  ''1  \  '" 

Nous  obtenons  d'ahord 

5  rr  -       ou        /        ,1  aviic  V  .     --  —  , 
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déjà  rencoiilré  dans  une  élude  aulériouio,  puis 


O^O      ou      /«  =;  o 


V    :=  —  V- 


également  rcnconlré. 

Les  facteurs  cosOsinO  élanl  su|)|)Oscs  7^0,  il  rcsle   à   aiinulei'  le 
second  fadeur  coinniim  aux  deux  dérivées,  <|ui  donne 

„.       b-c- — c'-i- /.-rt-^-v-  (•'■v"-f- rt-/>-v- 

lans^O=- ,.,.,  ., —  = —^, —■ 

C  —  a-b-k-v- — a-c-  o- b-'j- -\- c'v 

Le  cas  //  ^  a(v'  =  v")  donne  lang-'J  =  —  i ,  nous  ne  devions  donc  pas 
trouver  de  solution  dans  la  première  Partie. 

I.,a  réalité  de  0  exige  ([ue  — ^  v-  soit  coni[)ris  entre  —  v"  et  —  v'. 

On  peut  supposer  rt>  A,  nous  l'avons  dit. 
Alors,  la  double  comHlion  sera 

Sa)  _v'< ——'/<- v". 

c* 

Ce  sont  les  conditions  trouvées  au  paragraphe  II  par  la  discussion 
de(D,)et(II,). 
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TROISIEME  PARTIE. 


CHAPITRE  I. 

ÉQUATIONS    DU    PROBLÈME. 


a^"+ f  ï)"+eÇ''+ aa'l'H-    (' rt' -h    e' Ç'-t- (eT  —  f"^/) 

rf.r 

fç"+bYi"+dÇ"+    l"::'-+-2b'-o'-H    d'r  +  (f"ç'  —  d'c: 

r/9 
l  =  A,r, ;-, 

e^"-t- clri"-t- c  Ç"+    e'ç'-h    il'o' -(- 2c' J' 4- (d"-o'— e";'' 

'=«-:g- 

11  nous  reste  à  généraliser  et  à  compléter  les  théories  précédentes. 
Nous  le  ferons  en  introduisant  le  système  d'ondes  le  plus  général 
indiqué  par  M.  Boussinosq  dans  son  Mémoire  déjà  cité(')  (Confri- 
bulion  à  l'optique  cz-is/alline).  Ce  système  est  le  suivant: 


(36) 


^,  Y),  L,  désignent  toujours  les  composantes,  suivant  ()x,  O)',  Or, 
du  déplacement  de  la  molécule  vibrante. 

a,  b,  c  sont  trois  paramètres  spécifiques  ou  propres  au  milieu, 
respectivement  égaux  à  — .  v-,>  —  des  Chapitres  précédents. 

A,  désigne  le  paramètre  difl'érenliel  du  second  ordre  de  Lamé,  0  la 
dilatation  cubique. 

a',  b',  c',  d',  e',  f  sont  six  coefficients  de  résistance  caractérisant 
l'absorption  dont  l'étude  faisait  l'objet  de  ce  Mémoire,  consacré  aux 
milieux  translucides  (et  non  complètement  transparents).  Ils  seront 
nuls  pour  nous. 

De  plus,  la  nécessité  de  les  réduire  à  trois  (a',  b',  c')  obligeait  à  un 
choix  d'axes  coordonnés  laissant  les  six  coefficients  a,  b,  c,  d,  e,  f. 

Au  contraire,  leur  annulation,  dans  notre  étude  de  milieux  tous 
transparents,  nous  permet  un  autre  choix  d'axes  annulant  d,  e,  f. 

Enfin  les  coefficients  d",  e",  f",  réduits  à  zéro  dans  ce  Mémoire, 

(')  6"-' série,  l.  Vil,  191 1,  p.  ?>i~. 

Journ.  de  Math.  (O  série),  loiiic  \.  —  l'iisc.  I,  igi'i-  7 
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(p.  32G)  comme  étrangers  à  l'absorption,  vont  être  au  contraire  essen- 
tiels pour  nous  et  concourir,  avec  a,  b,  c,  à  constituer  le  système  le 
plus  général  de  notre  élude. 

Ce  système  va  nous  fournir,  comme  ceux  des  précédents,  quatre 
Cliapitres  de  mêmes  titres. 

Le  complément  annoncé,  formant  un  cinquième  Cbapitre  nouveau 
par  rapport  aux  deux  parties  précédentes,  aura  pour  objet  d'étendre 
les  résultats  de  cette  analyse,  où  les  ondes  i)lancs  étaient  supposées 
lalcralemont  indéfinies^  au  cas  de  la  réalité,  qui  est  celui  des  ondes 
planes  laléralcrncnt  limitées,  on  monlr;inl  (pie  les  conséquences 
pliysiques  subsistent. 

Nous  partons  donc  des  é(piations 

a;    -+-(e'  r-f  r/)  =  A,i  — — , 

(37)  \  bV'+(f"r-d"Ç')=A,-o-^, 

dO 

7  +{,l''r/--e"r)  =A,;-^, 

([ue  nous  cherchons  à  vérifier  par  des  solutions  syiul)oli(pi('s  de  forme 
pendulaire 

{m\  —  =  —  =—  —  Ie*('-'-'--"'.>--«=)v'~=z  lE 

K^^)  j  ,  _  ^j,  _  ^^,  _-ie  -M., 

OÙ,  pour  abréger,  rcxponentielle  sera  représentée  par  E. 

Les  coefficients  L,  M,  N  de  M.  Boussinescj  deviennent  ici  les 
constantes  réelles  /,  /;i,  »,  coefficients  de  l'équalioji  du  plan  de  l'onde. 
L',  M',  N',  I  sont  des  constantes  imaginaires  à  déterminer.  Toute 
solution  du  système  sera  accompagnée  de  la  solution  conjuguée  et  la 
somme  des  deux  nous  donnera  la  solution  réelle  et  pendulaire  du 
problème. 

.Te  porte  ces  expressions  dans  les  équations  du  mouvement,  dont  la 
première  devient,  après  suppression  des  facleui's  11'', 

-  a  k'-  \;  H-  e"  /.•  sf^^x  N'  —  l"k  v'^^M' 
=  _  /,î(  /!  -^  „,!  _f-  „î)  L'  +  A'  1{IV!  -ymW-\-  Il  N') 
ou 

o  =  [-  (/^  4-  m'  +  «-  )  +  /'  +  n  I  L'  -(-  (im   I-  ^  \/^^\  M'  -t-  (ni  -  j  yl'^\  N'. 


SURFACE    DES    ONDES    ET    POLARISATION. 

Ces  trois  équations  peuvent  donc  s'écrire 


(■■^y) 


0»  L'+X  M' 4- 'F  N  =0, 
<1>,L'-hX,M  -i-»F,N'  =  o, 
a>,L'+X,M'-t-'F,N'  =  o, 


si  les  symboles  4»,  . . .,  W.,  ont  les  significations 

X  11=  li)i  -H-  V2  v/ —  1 

Xi  =  —  (/--+-/«'+«-)  -|-m-+I) 

X,  =;  mil  —  V  y' —  i 


(4o)     I  a>,  —  Im  —  V, 

\  <^,—  ni  -h  V|  \/  — 


avec 


cl" 


'I',  ^^  mn  +  V  <^ —  I, 


Les  V  détruisent  la  symétrie  du  déteruiinant  de  ces  neuf  polynômes 
$,  ...,  W.,,  laquelle  existait  avec  (p,  ...,  '\/.,  du  Mémoire  de  M.  Boussi- 
nesq,  et  vont,  d'une  part,  compliquer  beaucoup  les  résultats,  notam- 
ment donner  à  l'équation  de  la  surface  des  ondes  sa  forme  la  plus 
générale  (Cliapitre  III),  principal  objet  du  présent  travail,  et  renfer- 
mant les  précédentes  ;  d'autre  part  nécessiter,  pour  le  cas  des  ondes 
planes  latéralement  limitées,  une  analyse  un  peu  différente  de  celle  de 
M.  Boussinesq  (Cha[)ilre  V). 

Les  lignes  du  déterminant,  au  lieu  d'être  identiques  aux  colonnes, 
en  sont  respectivement  les  conjuguées. 

La  condition  de  compatibilité  des  équations  linéaires  et  homogènes 
s'écrit 


(4>) 


en  posant 

<!>„  =  Oj-i-  V|  y/—  I, 

=  1  -h  V,  /irr, 


/.  +  '^2  V'-  ' 

4.-v,v/- 

Zi 

'h  +  W^ 

'h  -'n/— ' 

^2 

x=z+. 

\/- 

~,          <F  = 

x,  =  /.„ 

•F.= 

X, 


Z2  — ^V 


w.,- 


^2, 


'■'iV- 
vv'= 


=  *!■ 


et  iiilrotluisaiil  les  |)ol}aoiues  mêmes  o,  ...,  .{;„  de  M.  Boussinescj,  cl 
les  V,  V,,  Vj  qui  distinguent  notre  élude. 
Eu  développant,  il  vient 

«>  =  't'Z.'t'2-  ?(^î  -i-  ^'')  —  Z,  ('!>"-  +  vj)  -  é,{y'+'Ji  ) 

-1-  (i,  +  V  v/^)  (4'  +  ■•'i  v'— ^)  (y.  +  ••'!  \/^^) 

Les  doux  dernières  liijnes  coulionncnl  deux  expressions  imaginaires 
conjuguées  et  Téquation  se  réduit  à 

o  =  (/'-i-  »i-4-  /(-)  (al-+  bm--f-  en-) 

—  [a(b  -t-  c)/-+  b(c  +  ■A)ni-+  c(a  4-  b)rt-J  H- abc 

—  [(y/  + V,  m  4-  Vj«)'  —  (v--T-  yj  4- v^)(/*-f-  m"-  -^  n-)  H-  av'-+-  b-/;  +  cv^]. 

Pour  la  simplicité  cl  riioiuogénéilé  des  calculs  ultérieurs,  qui 
devront  d'ailleurs  redonner  comme  cas  particulier  les  x-ésullats  des 
première  et  deuxième  Parties  de  ce  travail,  nous  allons  : 

1°  Revenir  des  notations  du  Mémoire  de  M.  Boussiucsq  à  celles  de 
sa  Tlicorie  analyliqui'  de  Ui  chaleur,  c'est-à-dire  remplacera,  h,  c 


P' 

ar 

«-' 

b-' 

C-' 

2' 

3      P 

oser 

v  = 

abc 

abc  abc  '       '^'       ''         ' 

ce  qui  revient  à  considérer  les  trois  coeflicieuts  de  dissymétric  v,  v,,  v.^ 

comme  étant,  au  facteur  —j-  près  (introduit  pour  riiomogénéité),  les 

projections  sur  les  trois  axes  coordonnés- d'un  segment  0,  de  même 
ordre  de  petitesse  que  v,  v,,  Vj,  et  faisant  avec  ces  axes  des  angles  dont 
les  cosinus  sont  a,,  [i,,  y,.  L'angle  de  cet  a.cc  de  dissymétrie  avec  la 
normale  au  plan  de  l'onde,  dont  nous  représenterons  les  cosinus  pai' 
a,  p.  Y,  avec 

'>>  &)  fj) 

sera  donc  donné  par 

cos5  =  ««,-(-  (3|3|-t-  ■/•/,. 
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Alors  la  condition  de  compatibilité  des  équations  linéaires  devient 

(43)     o  =  (/--(- m- +/(')— -h  -—  H 7 


l'^        /  I  I  \  m''- 

/>'        c-  )  a-        \  (:''■        a-  )  h- 


cC  b'-c- 


I           [  \  «-"I  I 

a-         b-  j  c-  \  a-  b-c- 

a-  8-         vH 

a-  b^         c^  ] 


CHAP1TR1-:  II. 

liOUATIO.N    AUX    VITESSES    DR    l'ROI'AliATION. 

Pour  avoir  l'équation  aux  vitesses,  je  remplace  /,  ///,  n  par  leurs 
valeurs  : 

a  p  y 

0)  0)  w 

et  il  vient 

(44)    o=-L(^^-S  +  ^ 

.,  , ..    -,     .,  [  (  l>'-  +  c2)a2_,_  (c2_,_Q,2)ft2_^  (^2_^  b-)y-—  à-sin-9] 

a- b-c-  L  \«"         f'"         '^"  /  J 

homogène  et  de  degré  —  G  puisque  a,  b,  r,  o,  œ  sont  de  degré  i  et 
a,  ^,  Y,  a,,  p,,  y,  de  degré  o. 

Faisons  successivement  dans  cette  équation  oj-  ^=;  a'-,  i>-,  c'-. 

Pour  cela  écrivons-la  ainsi 

/(„)  =  ^(^  +  ê:^z:)_^r(JL  +  _L)^  +  f4,  +  j,\Ë!^fj,^Mz:l 

-^  fo*  \rt-        6-        c-/        (.j- L\i!'         c-J  a-        \c-       a-J  b-        \a-       b-Jc-] 

,  «-'  +  (s^  +  y^  ,  ^..r  sin^e !_f^.^êl  +  zl')l. 

Alors 
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et,  par  permutations  circulaires, 

Si  l'on  suppose  a->  ^->  c^,  c'est-à-dire  -,  <"  tt  <!  4;>  et  o  assez 
pelit  pour  que  les  premiers  termes  donnent  leurs  signes,   on  aura 

/(a)>o.        f{b)<o,        /(c)>o, 

et  les  deux  racines  w-'  de  récjualion  sont  séparées  par  a'-,  b-,  c', 
comme  dans  le  cas  de  Frcsnel. 

Sans  avoir  un  résultat  aussi  complet,  on  aura  encore  /\V^)<<), 
c'est-à-dire  les  racines  co-  séparées  par  Ir  (cl,  par  suite, ^  de 

\  ^  f.)-  b- 

signe  contraire  pour  les  deux,  ce  qui  entraînait  la  description  des 
ellipses  en  sens  contraire  j,  tant  que  les  éléments  du  phénomène  véri- 
fieront la  relation 

a'-b'-c'-l    b'-  \a^^  b'-^  c^-)\^  b^\c'-        b'-)\b-        a'-)' 

c'est-à-dire  en  parliciilier  dans  le  cas  où 

b-  \a-         b-         c-  ) 

et,  dans  le  cas  où  cette  expression  est  >  o,  si 

ICiilin,  d'une  manière  générale,  la  condition  de  réalité  s'écrit 
ô»sin'e  —  2  J(^>--i-  c-)a-+  {c- -\- a'-)^'- -i- {a- +  b-)/-]ûn''-Ù 

\a-        b-        c- J  ~ 
11  faut  donc  (jue  O"  soil  extérieur  aux  racines  de  ce  trinôme,  qui 
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peuvent  être  réelles,  car  pour 

^'=  zr^[i'''+  (=')<^'+  i'^'  +  a')^'  +  {"'+  l'^-)f]< ^. 

^  ^  +  !ÎI  -j-  Zl' 

«-         b-         c^ 

(circonstances  effectivenient  réalisables),  Tcxpression  sera  bien  né<,^^- 
live. 

Le  seul  cas  de  la  prati(}ue  est  celui  où  il  est  assez  voisin  de  zéro  pour 
ne  pas  dépasser  la  plus  petite  racine  sup|)osée  positive. 


CHAPITRE  III. 

CONSÉQUENCES    PHYSIQUES. 


I.  —  Résolution  symétrique  du  système  d'équations 
par  le  déterminant  adjoint. 

Le  phénomène  physique  est,  ici  encore,  analyliquemenl  traduit  par 
la  forme  des  trajectoires,  c'est-à-dire  par  la  résolution  des  équations 
linéaires  et  homogènes  (Sq),  ([ue  nous  venons  de  rendre  compatibles 
et  qui  fournissent  des  valeurs  proportionnelles  à  L',  M',  N'. 

Obtenons  d'abord  ces  valeurs  sous  une  forme  symétrique  utilisant 
les  trois  équations  (39),  dont  aucune  a  priori  ne  joue  un  rôle  à  part. 

A  cet  effet,  adoptant  un  moment,  pour  leur  déterminant,  les  nota- 
tions classiques  du  déterminant  symétricpie 


b" 


nous  remarquerons  que,  dans  leur  déterminant  A,  les  éléments  symé- 
tri(pies  par  rapport  à  la  diagonale  sont,  non  plus  égaux,  mais  imagi- 


naires conjugués   :   nous    désignerons, 
conjuguée  de  b,  et  nous  aurons  alors 


suivant    l'usage,    par  b^    la 


(S^his)      A 


a  b" 
K  a' 
b'      b„ 


1'.', 


0, 

b  —  Il  -h  V  ^—', 

■/!• 

h'z-^^    -+-  V,  V'^^, 

f. 

1>"  =  Z   -t-vov/— 1, 
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On  sait  alors  que  les  solutions  du  système  {3f))  écrit, 

aL'-Hl)'M'-i-b;N'=o, 
b'ij  L' +  a' M' -H  b  N'=o, 
l)'L'+b„M'-+-  a"N'=o, 

sont  les  mineurs  du  troisième  degré  déduits  de  la  matrice 

a  b"  b'  À 
b^  a'  b  // 
b'      b(,     a'     >." 

avec  les  signes  +,  —,  +,  les  paramètres  A,  a',  a"  étant  des  indéter- 
minées surahondantes.  Si  nous  les  prenons  égales  à  /,   /n  ,  n,  nous 

aurons 

L'=:/A  -hmBl+nB\ 
M=lB"-i-  mX'-hiiK,, 
N'=/B;  +  /«  B  +  /iA", 

les  grandes  lettres  désignant,  suivant  l'usage,  les  mineurs  de  A,  pris 
avec  les  signes  convenables  dans  le  développement  de  A  ou  les  élé- 
ments du  dclerminanl  adjoint.  Mais  ici,  en  remplaçant  les  éléments 
de  A  par  les  notations  du  présent  travail,  cVst-à-dire  (3f)  lus)  par  (4o) 
et  (/|2),  il  vient 


(3f)  ter) 


Im^ 


"■=  "'(i 


—      « /v  -^mn'j,\-\ r 

L  V    <^- 

L  "  V       W" 


].^. 


En  formant  alors  L',  remarquons  que 

/-  -+■  m-  -!-«-=: 

et  que 


/v 


av  +  Pv,  -i-  yy. 


0,  étant  la  projection  de  l'axe   de   dissymélrie  (de  composantes  v, 
V,,  Va)  sur  la  normale  au  plan  de  l'onde  (de  cosinus  a,  p,  y),  toujours 

au  facteur  —j-  près  (Cliap.  1). 
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Introduisons  en  outre  les  trois  coefficients 

I         , 

w- 

w- 

qui   ont  des  sens  analogues  à  v'  et  v"  de  la  deuxième  Partie.   Nous 
aurons  alors 

L'  =  /v',  v'.,  —  V  —     -f-  (  /(  V,  v',  —  m  V j  v'j  )  y/ —  1 

00 i  ^  i 

^=  /v',  v'j  —  a h  o( /i  (3v',  —  //i  yv'j  )  v' —  i 

et,  par  permutations  circulaires,  M'  et  N',  que  j'appelle 

L'—  /'+  /;  v^^^. 

M  '  ^  m'  -\-  m\  y'  —  1 , 

N'  ^   /i'  4-    «',  ^' —  I 

et,  par  suite, 

dont  on  doit  jirendre  la  partie  réelle 

ç  =  /' cosÔ —  /'|Sin5, 
rj  =:  /?;'  cos9  —  ni\  sin  Ç^. 
^=  n' cos9 —    «','siii  5. 

C'est  la  forme  la  plus  générale  d'une  vibration  ellipliijue.  Nous 
n'en  poursuivrons  pas  l'étude  :  on  la  particularisera  lians  les  liypo- 
thèses  fournies  par  rex[)éricnce.  Nous  nous  bornerons  aux  jeniai(pies 
suivantes  : 

I.  D'abord,  les  propriétés  du  déterminant  adjoint  (')  se  traduisent 
par  les  formules  ci-après,  qui,  pour  le  cas  de  b„  =  b,  b'„  =  b',  b'^  =  b", 
réels,  donnent  celles  qu'on  utilise  dans  l'étude  de  l'équation  en  S  des 

(')  Salmon,  Algèbre,  p.  i\5.  Gaiitiiiei-N'illars,  1890. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  X.  —  Fasc.  I,  i9i.'(.  " 
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qniidri(|iies 

A'A''-BBo  =  a   \=o, 
B'B"— Alîo=b  A  =  o, 

b;b;;- AB  =  I)„a  =  o 

et  dtMix  aiilrcs  groupes  par  permutations. 

Alors,  eu  iiilroiluisant  les  modules,  puis()ue  A,  A',  A"  sont  réels, 

I  A'A"=|Bp 
MH'I|I'."I='MB| 

et  les  autres  qui  constituent,  entre  les  modules,  les  relations  mêmes 
du  déterminant  symétri(jue.  Alors,  les  valeurs  proportionnelles 


et  leurs  conjuguées 

donnent,  en  niuUij)lianl  nienihie  à  memljre. 


1/ 

M' 

N' 

A 

1^0 

B" 

m; 

K 

\ 

— 

K 

B' 

|L'P_ 
A 

"      A' 

"     A" 

L' 

M' 

N' 

|B'B"|   ~   |B"'B|         |BB'| 

H.  Les  expressions  L',  M',  N'  contiennent  les  deux  systèmes  de 
coefficients  o  (et  sa  projection  o,)  et  (V,  v,,  v,,). 

Mais  /',  m',  n'  sont  coniposés  de  deux  termes  du  second  ordre,  l'un 
par  rapport  à  (v',  v',,  v'^),  l'autre  par  rapport  à  o. 

Au  contraire,  /',,  /«',,  n\,  sont  composés  d'un  seul  terme  produit 
de  0  par  un  facteur  du  premier  ordre  en  (v',  v,,v!,).  D'où  l'inter- 
prétation de  ces  résultats  dans  deux  cas  opposés. 

Le  premier  est  celui  des  expériences  étudiées  dans  la  première  el  la 
deuxiènn;  Partie,  qu'il  contient  comme  cas  pailiculier.  C'est  celui  où 
a,  I),  c  sont  peu  dill'érents  (!t  où,  par  suite,  les  racines  —  de  ré(p]a- 
tion  (/|/|)  aux  vitesses  en  dillèrent  peu.  C'est  le  cas  où  v',  v, ,  v'.,  sont 
très  petits,  et  même,  dans  la  réalité,  d'ordre  supérieur  à  o.  Alors,  /', 
w',  //  sont  d'ordre  2  et  /,,  ///',,  //,  d'ordre  supérieur  à  2. 
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Le  second,  tout  à  fait  nouveau,  est  celui  où  les  différences  de  a,  b,  c 

entre  eux  (  et  par  suite  avec  — ^  j  seraient  finies  par  rapport  à  Taxe  de 

dissymétrie  o,  supposé  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  où  v',  v',,  v!, 
seraient  finies. 

Alors,  /',  in\  ii  sont  finies,  et  /,,  ///,,  //,  du  [>femier  ordre. 

Pour  pousser  plus  loin  l'étude  de  ces  deux  cas,  nous  allons  renoncer 
à  la  symétrie  observée  dans  ce  paragraphe,  et  prendre  par  exemple 
les  deux  premières  équations,  isolant  ainsi  Taxe  O:?,  ce  qui  donnera 
les  projections  des  trajectoires  plus  facilement  sur  O./;/,  et  obtenant 

L;  _   M'  _  N' 

les  termes  du  premier  ordre  ne  disparaîtront  plus  ici  comme  dans  la 
résolution  symétricjue. 

II.  —  Résolution  dissymétrique  et  interprétation  physique. 

Premier  cas.  —  C'est,  comme  nous  lavons  dit,  celui  où  v',  v, ,  v.', 
sont  du  second  ordre  par  rapport  à  o  supposé  du  premier.  Mais  alors 
les  formules  (Sg  ter')  donnent  par  permutation 

\  A''  =  /- v',  -+-  m-V  -h  v'  v',  —  -jI, 

B'  =  —  nhj\   —  -j.rj   4-  (  m  —  -1-  v',  )  \ —  i , 


B„  =  —  nin-j'  —  v,  Vj  —  (   l  —  +  V,  j  y'—  I , 

qui  ont  leurs  parties  réelles  du  second  ordre.  On  peut  donc  prendre, 
en  négligeant  le  second  ordre  dans  les  deux  dernières  et  le  quatrième 
dans  la  première. 


N' 


d'où 

!ç  =  —  nid,  cos9, 
0=  Idi  sinô, 
,   ?::=(/'  v',  -+■  ni-  v'  —  v^  )  (O  cos  0, 

d'où 


/>  -\-  m-f]  :^  o, 
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on 

au  second  ordre  près. 

Nous  retrouvons  la  (iuasi-lr(iiis\i-rsalilé  des  7'iliralio//.s,  qui  (in 
second  ordre  près  s'i'ffctliicul  dans  Ir  plan  de  Vondc.  cl  rerlili<:ne- 
menl. 

Second  cas.  —  Supposons  au  conlrairo  les  diflérences  des  a,  h,  c 
entre  eux  (  et  par  suite  avec  —  j  linies  par  rapport  à  l'axe  de  dissymé- 
trie à  supposé  du  premier  ordre,  c'est-à-dire  v',  v, ,  v.,  finies. 

Ici  nous  poserons,  avec  M.  Boussinesc]  [p.  334  du  Mémoire,  for- 
mules (43)1, 

(4G)     L'=/'(i  +  /"v/~),       W-=:m'{\  +  m"\f^i).       N'=  «'(i  +  «"  y/^), 

ce  qui,  comme  première  approximation,  se  réduira  à 

(47)  \J  —  l'e''^^\  M'=m'e"''>F',  N'=/i'e"'t~ 

(car  nous  avons  montré  que  /",  /// ",  //"  sont  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  S),  les  parenthèses  contenant  les  deux  premiers  termes  du 
développement  des  exponentielles. 

/',  ///',  n'  sont  donc  les  modules  de  L',  M',  N',  et  l'on  a,  comme  nous 

l'avons  montré, 

/'     m'   n' 

D.  I  I  .■  ,1       L'       M'        N' 

autre  part  les  vahMirs  nioiiorlionuclles  —:=—-=-—  ou 
'  '      '  Ht!,)       A" 

l' ^i'{^\  ^  m' e"''\'~^  _  II' ti"''f~^ 
B'      ~       W^       "■       'W 
peuvent  s'écrire 

/'e<''-"'V-ï  _  m'e<"'"-"''>'~_  //' 

Tr        ""         h;         "  P  ■ 

Mais  on  peut  prendre  pour  ces  rapports  la  valeur  i,  puisque  les 
termes  du  dernier  sont  réels,  et  supposer  «"=o,  ce  qui  ne  fera 
qu'un  cliaiiycMicnt  de  phase   pour  les  mouvements   vibratoires.    On 


prendra  donc 


Alors 
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ni'd  -+-  in"\l—  i)  —  H„, 

n'  —  A",         //"  ;^  <). 


6i 


w'  r=  w«  (  —  —  a  \^  —  nui  v' , 

"■='t-i)-""(-i)-("-i)(^-i)-'i 

=:  /-v',  -+-  ni-'/  -h  'j'-j\         (en  négligeant  v|), 

,,,„  ^. 

/7  z=  ffi h  V,  V,, 

w 

m  m  =  —  / vv  , 

w 

n"^  o. 

Les  équations  du  mouvement,  obtenues,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit.  en  prenant  pour  les  composantes  du  déplacement  les  demi-sommes 
des  deux  solutions  imaginaii'es  conjuguées 


c'est-à-dire 


/'t'''v'^cA'^=  /'e'<'+'')v'^. 


(48) 


0  =z  m'  cos(6  -+-  m" ), 
t  =z  n'  cos9. 


C'est  la  formr  classiqitf  tir  la  vihrallon  elllpliqiie  dans  le  plan 

£       /'  cos/"         /'  sin  /" 
0     ni'cosni"     m'siii«(" 
Ç  «'  o 

que,  à  notre  approximation,  nous  pouvons  et  devons  réduire  à 


n     m      m  ni 
Ç      «'  o 


rr  o, 


et  sur  le  cylindre  elliptique  projetant  l'ellipse  trajectoire  sur  le  plan 
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de  xy  au(jucl  nous  avons  fait  jouer  un  rôle  à  |jarl.  On  peul  l'écrire 

\     t  ml        \l         III  J 

Ces  formules  lonibcraienl  en  défaut  dans  L'hypollièse  1res  particu- 
lière où  l"=^m",  c'esl-à-dirc  où  la  vibration,  dans  le  plan -^  =; — ;. 
serait  donnée  par 

/     ïr=    /'    005(5+/"), 

(49)  ',  -n  —  w'cos(9-+- 1"), 

(  Ç  =  «'  cos9. 

Tout  d'abord   celte   hypotbèse  est  celle  où   l'on  aurait,   entre  les 

constantes,  la  relation 

'  l' l"        m' m" 

/'  m' 


o  =      -:-  H 7+1 /( v,  =  O. 


l'IUc  serait,  en  particulier,  réaliAce  si  V axe  de  dissymélrie  était 
situé  dans  le  plan  O.iy  (v^  =  o)  c/  dans  le  plan  de  l'onde  (o,  =  o), 
c'est-à-dire  sur  leur  intersection. 

i'^n  second  lieu,  le  rayon  vecteur  /'de  cette  ellipse  est  donné  par 

/•-  =:  ^-  +  ri-  +  Ç-  =  (  /'■-  +  m'-  )  cos-  (&  +  /")+  n'-  cos'-'  9, 

et  les  maxinia  et  niiniiiia  correspondant  aux  axes  de  l'ellipse  vérifient 
la  relation 

o  =  r-^  = —  (/'■-+  /«'-)cos(0+  /")  sin(0  +  /")  —  «'- cos9  sin  9, 

OU,  à  notre  approximation,  on   remplaçant  cos  'il"  par  i  et  sin  2/" 

par  2  /", 

o  =  (/'-+  /m'*)  (sina  9  +  2  /'  cos 2  6)  +  «'-  siii2&, 

.  2 /"(/'^ +  /«'*) 

tangao  = tt—^ r, r,  =  laiiir(7t  —  -is), 

"  l'-+  m'--h  n''  " 

£  étant,  à  notre  a|)pi'o\imatioii,  donné  par 

(50)  .  =  ZE1±^, 

^      '  l'-+  tn'--j-  n^ 
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d'où,  pour  les  directions  des  axes, 

29=71  — aa         et         2^=271—20, 
6= £  et  0  =    n  —  £, 

et,  pour  les  sominels  des  axes, 


^z=/'cos(^ £-4-^")  et    4  = '' cos(7t  —  £  H- f  ), 

= /'    sin(£  — /")  =— /'    cos(£  — /"), 

Y)  = /«' sin(£  — /")  et  ■/)  = — //i'cos(e  —  /"), 

Ç  =  «'  sin£  el  Ç  =  — /<'  cos£, 

(5i)   r''=(/'-+m'-)sin-(£  — /")+/i'-sin-£  et  r-={l'-i- m"^)  cos-(e  — l")+n'- cas,- e. 

Le  second  de  ces  deux  axes  esl  Uni,  mais  le  premier  csl  du  premier 
ordre.  La  vibration  elliplique  esl  très  l'oisinc  cV une  vibration  rccti- 
lignc  de  direction  (/',  m\  a')  et  d'amplitude  s] L'-  +  m'-  -+-  n'-. 

En  précisant  ces  valeurs,  à  noire  approximation,  on  aura 

.„ —  n'~  t" 


t'-  +  ni'-  -+-  /('- 
cl,  [)our  le  carré  du  demi-pelil  axe, 

,_  l"hi"{t'^+  m'"-) 

Ayant  ainsi  examiné  l'hypothèse  très  particulière  l"  =  m",  revenons 
au  cas  général  l" ^  ?n" ,  qui  d'ailleurs  va  se  trailer  par  la  même 
analyse. 

Ici,  la  vibration  étant 

(  ^  =/'   cos(9  +  /"), 
(48)  <  n  ^ /?t' cos(0 -(-/«"  ), 

(    Ç  =:  «'    COsO, 

le  rayon  vecteur  de  Tellipse  sera  donné  j)ar 

/•-r=  /'-  cos-(9  +  /")  +  m'-  cos-(0  +  m'  )  +  n'-  cos-  5, 
et  les  maxinia  et  minima  correspondant  aux  axes  de  l'ellipse  véri- 
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lîeroiil  la  relation 

o  =  /--T7  =—  /'-cos(6  -t-  l")sin(0  -+-  l") 

—  ni'^  cos(6  -h  m")  sin  (5  -t-  m")  —  n'-  cosô  siti  0, 

laiis29  — \r, n TT  =  lang(7:  —  2£), 

£  élanl,  à  noirç  approximation,  donné  par 

l'-  r  ■+-  m'-  m" 
(52)  £  =  77^^ r. T-.- 

d'où,  pour  les  directions  des  axes, 

2f9=^7r  —  2£  et  2Ô  =  27r —  2£, 

•e  =  |— £  el  0=7:-£ 

et,  pour  les  sommets  des  axes, 

l  =z       V     sin  (£  —  /")  el       i——L'     cos   {£  —  /"), 

Y)  =;       m'  sin  (£  —  m")  el       Ti  = — m'   cos   (£  —  /«"), 

Ç  =:      II'    sin£  et      Ç  ;=  —  «'    cos£, 

/■2=       Z'-    sin=(£  — /")  r-^^      /'-    cos-(£  — /") 

el 
-h  nr-  sin-(£  —  m")  -+■  n'-  siii-£  +  m  -  cos-(£  ^  m  )  -i-  ii  -  cos-£. 

IjC  second  de  ces  axes  est  fini,  mais  le  premier  est  du  premier  ordre. 
La  vibration  elliptique  est  très  voisine  d'une  vibration  rcclilignc  de 
direction  (/',  ///,  n)  el  d'amplitude  sji'-  -\-  m'-  -h  n'-. 

On  aura  ici,  à  notre  approximation, 

m' '{m' —  /")  —  n'-l" 

/'-+  m'-'  +  n'- 
„       /'-(T — m")  —  II'- m" 


l"-  -+-  m'-  -+-  n'- 
el,  pour  le  carré  du  demi-petit  axe, 

(53)         r-'=  r-{e  —  /")-+/»'-(£  —  ni")--^-  ii'H-, 

T= ; --\ ii"-(l'-r--\-  in'-iii"-)  +  /"-//)'■-(/"— m")- 1. 

/'■-  I    m  '  -h  it"- 

D'autres  consécjuences  pliysi(pics  résulteront  de  la  discussion  de  la 
surface  des  ondes  au  Cbapilre  suivant. 
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CHAPITRE  IV. 

SURFACE    DES    ODES. 

1.   —  Propriétés  générales. 

L'équation  tanf^enlielle  de  la  surface  des  ondes  n'est  autre  que  la 
condition  de  compatibilité  mise  sous  sa  dernière  forme  (43)  en  l,m,n. 
Si  nous  la  rendons  homogène,  en  écrivant  le  plan  de  l'onde  sous  la 
forme  Ix  ■+-  my  -j-  nz  ^  p,  elle  devient 

( .54 )     ij^=  p'  —  p'-[(  h-  -i-  c-  ) /- -h  (  <■'-  -H  a- )  m''- -\-  {a^-\-  b- ) n- ] 
-t-  (  b-c'^ l--h  c'a- m-  -h  a-b-n-){l--i-  m- -h  n"^) 

—  °-p-  ho'  fè  -I-  ^  -H  ^  j  —  (''  +  "*'  -1-  «')  -t-  («1  '-^-  p.  "i  -f-  Vi  «)'    , 

homogène  de  degré  4;  «i  ^>,  c,  p,  0  de  degré  i;  a,,  ^3,,  y,,  /,  m,  n  de 
degré  o. 

Pour  a,  =^  3,  ^  G,  Y(  =  I)  '^  ^  ckv,  on  retrouve  bien  l'équation  de 
la  seconde  Partie  (Chap.  I\  ). 

Cette  équation  très  générale  peut  encore  s'écrire,  comme  dans  cette 

seconde  Partie, 

o  ^  F  —  0- p-  G  =  o, 

F  =  o  étant  l'équation  langentielle  de  la  surface  des  ondes  de  Fresnel, 
et  C  =  o  l'équation  tangentielle  d'un  cercle,  dont  nous  allons  lixer  les 
éléments  un  peu  plus  loin. 

La  surface  est  d'ailleurs  circonscrite  à  la  surface  de  Fresnel  le  long 
de  sa  courbe  de  contact  avec  le  cône  imaginaire  de  sommet  O. 

Elle  admet  encore  l'origine  pour  centre,  étant  vérifiée  par  (—  /, 
—  m,  —  n,  —  p),  mais  elle  n'admet  plus  les  plans  coordonnés  pour 
plans  de  symétrie. 

Si  l'on  considère  un  plan  lx-+-  my-^  nz  -\-  p  =^  o  tangent  à  la  surface 
de  Fresnel  et  au  cercle,  on  a,  pour  son  point  de  contact  avec  notre 
surface  F  —  c,'-p'-C  =  o,  les  coordonnées 


dl  '     01 


dF      ZTZ     TT^'     -^ 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  l.niie  X.  —  Kdsc.  I,   I9i4- 
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Quand  nolio  surface  varie  avec  o,  son  point  de  contact  avec  ce  plan 
décrit  donc  la  droite  qui  joint  les  deux  points 

/     dl       On,       dn    \  l        ''  dl  P  dm  ^'  dn         \ 


\    dV      dV      d\-    I  \      „  dC      ^         c^C       „         dC  } 

\àp       dp       dp/  \  '  dp  ^  dp  '  dp  J 

Revenons  au  cercle  dont  i'rcjualion  langenlielle  est  C  =  o. 
11  a  pour  centre  Torigine,  son  rayon  11  est  donné  par 

-L  =  ^  -1- ÉI  _|_  Zl, 

H-        a-        h-         c- 

c'est-à-dire  est  le  demi-diamètre  de  direction  (a,,  j3,,  y,)  dans  l'ellip- 
soïde 

(E)  — -h  ^4-  —  =  1, 

a-        b-        c' 

ce  qui  en  fournit  une  construction  géométrique  simple.   Enfin    son 
plan  est 

«ix-i-  (3,  r  -H  y,  c  =  o. 

Ces  résultats,  d'ailleurs  classiques  d'après  l'équation 

C  =  "i—  —  (  z*- H-  m'--{-  /(-)-+-  (a,/  4-  f3,7«  +  y^n)-^  o, 

se  vérifient  sans  peine  de  la  manière  suivante  : 
1°  Les  plans  tangents  de  direction 

sont  donnés  par  la  solution  doul)le  p-  =  o.  C'est  le  plan  du  cercle. 
:i°  Les  plans 

x  Jc  -t-  j3' y  -+  y'  z  —  I^  =  o 
avec 

a''+ (3'^+-/"=  I  el  a,a'+ [3,[3'-(-y,-/zr;o, 

c'est-à-dire  à  la  distance  R  de  l'origine  el  perpendiculaires  au  plan  du 
cercle,  vérifient  l'équation. 
3°  Tout  plan 

l{(XiX  +  |3,  )•  -1-  -/,;:)  -\-  a'x  -t-  ^' y -h  y' z  —  R  =:  o 
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mené  par  une  tangente  au  cercle  vérifie  réquation  quel  que  soit  A, 


car 


I  -  [{loc,  +  a')  +  (Xp,+  P')  +  ()7,4-  y')]' 
+  [a,(Xa,+  a')  -h  Pi().(3,  +  P')  -t-  y,(>,y,  -h  7')]'=  1  -  "/.=  —  1  -h  >.^=  o. 

La  surface  est  donc,  quel  que  soit  le  coefficient  de  |dissymétrie  6, 
inscrite  dans  la  développable  circonscrite  commune  à  ce  cercle  C  et  à 
la  surface  F  de  Fresnel. 

Dans  les  phénomènes  physiques,  o  étant  très  petit,  elle  est  voisine 
de  la  surface  de  Fresnel.  Si  o  varie  d'une  façon  quelconque,  elle 
engendre  le  faisceau  tangenliel  défini  par  F  et  C. 

Une  question  naturelle  à  se  poser  est  celle  de  savoir  si  le  cercle  peut 
être  sur  la  surface  de  Fresnel,  pour  vérifier  si  notre  surface  peut  être 
circonscrite  à  celle  de  Fresnel  suivant  ce  cercle,  la  développable 
circonscrite  commune  ayant  alors  ce  cercle  pour  courbe  de  contact. 

Or  on  connaît  sur  la  surface  de  Fresnel  les  trois  cercles  qui  font 
partie  de  son  intersection  par  les  trois  plans  coordonnés,  et  qui  ont 
respectivement  pour  rayons  a,  b,  c.  Le  plan  de  l'onde  est  alors  l'un 
des  plans  coordonnés,  et  le  rayon  (a'j^'y')  varie  dans  ce  plan,  par 

exemple 

a'  ^  5  =:  y  =  o.         3!  1=  I .         [3'-  -H  y'-  =  i . 

(La  surface  de  Fresnel  n'admet  pas  d'autres  cercles  de  centre  O, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  sur  son  équation  ponctuelle,  en  la 
coupant  par  une  sphère  x--hy--f  --=  c'-.  On  est  ramené  à  des  sec- 
tions cycliques  de  quadriques,  lesquelles  île  sont  réelles  que  dans  les 
cas  précédents.) 

Pour  que  le  rayon  du  cercle  soit  égal  à  l'une  des  trois  longueurs 
a,  b,  c,  par  exemple,  il  faut  qu'on  ait 


1 

(7- 

= 

a»        (3-^        y'- 

—  -i-  TT  -+-  — , 

a-        b-        c- 

(3= 

T~ 

t 

i-a» 

b' 

(«'- 

c^ 

c- 

'(b"-—a^)        a' 

(b'—c^y 

ce  qui  exige  b' ]>  a'-  >  c'-. 
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El  de  même  pour  les  autres.  Le  rayon  correspondant  ne  peut  donc 
être  égal  qu'à  celui  des  trois  a,  i,  c  qui  est  compris  entre  les  deux 
autres,  et  la  direction  du  plan  de  l'onde  est  alors  donnée  par  les  for- 
mules précédentes. 

C'est  ce  que  nous  avons  obtenu  dans  la  deuxième  Partie  avec  c. 

Quel  que  soit  o,  notre  surface  admet  comme  plans  tangents  ceux 
qui  vérilient  à  la  fois  (a),  (8),  Ty)  : 

(«)  a,/-i- 5,//j -H  •/,«  = — — • 


((3)  /JM  —  +  -4  +  TT  +  -^     —  [l^ -^  m- -^  n')  T=  o, 

^■^  '     \p-        a'         b-         c-  ' 

a,  p,  ^,  Cl,  Y,  p  sont  les  coordonnées  du  point  S  où  ils  coupent  l'axe  de 
dissymétrie,  ce  qui  permet  d'éliminer  /--(-  m-  +  rr  de  l'équation  de 
la  surface,  d'où,  en  supprimant  encore  le  facteur  p-, 

-h  ( h- C- 1- -h  C- a^ m- -h  a- 0- n')  {  --  -^ \  -i-  Vr  +  -^     ' 

\  p-        a-         b-         c  / 

OU 

(  V  )    (  A:  H-  ^  +  -rf  -+-  -^  I  {''' t--  /-  -<-  e-  rt»  m-  +  a-  b' n-)  +  a- 1-  -t-  b-  m-  -+-  c^n^ 
'      \p-       Cl-        b-        c-  / 

Ce  sont  donc  les  plans  tangents  communs  à  deux  cônes  du  second 
degré,  de  sommet  commun  S  (a),  circonscrits  à  la  sphère  ([3)  et  à 
l'ellipsoïde  (y)  qui  admet  comme  plans  principaux  les  plans  coor- 
donnés. Comme  ces  cônes  dépendent  de  p,  ces  plans  tangents  com- 
muns déliiiissent  une  développahlo  fixe,  indépendante  de  o,  à  laquelle 
sont  inscrites  toutes  nos  surfaces  quand  o  varie. 

On  simplifie  un  peu  ces  écpiations  en  y  introduisant  le  rayon  K  de 
la  sphère  (^3)  donné  par 

j_  _  _|_  _^  «]_      ^      y|_ 
li^  ~  p'^  «-  '^  b'  '^  c^  ■• 
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Elles  deviennent  alors 


q/  +  (3,m-(-y,/i  =  — /?i/j^  —  ^ 


([3')  R'-'(/2h- w'^-t- «^)— /j2=o, 

L'ellipsoïde  (y')  est  réel  pour 

a'--^-  /j--\-  c- 
77r. >  I 


«T         (S?         "/f 
n'^         i*         c- 


II.  —  Quatre  modes  de  génération 
et  deux  représentations  paramétriques  de  la  surface. 

SurTéqualion  langentielle  se  lisent  plusieurs  modes  de  génération 
de  notre  surface  comme  enveloppe  de  diverses  séries  dedéveloppables, 
de  même  qu'au  point  de  vue  ponctuel  une  surface  peut  être  considérée 
comme  le  lieu  de  diverses  séries  de  courbes. 

Premier  mode  de  génération.  —  Ecrivons  l'équation  langentielle 
ainsi 

o  :=  { l-  -{-  m'^  ->r  a-)  [b'-c-  r--\-  c'a-m^-h  a- b-  n- —  (rt'-t-  h-  -\-  c-)  p-  -h  o'p-] 
-h  p^\  a-l^-h  b'-m-+  c-n^-i-p- — ô'^ix^i  -i-  ^^m  ■+-  yi/iY 


-'-P\-^^b^^k)\- 


La  surface  est  alors  l'enveloppe  de  la  développable  (au  paramètre  r) 
circonscrite  à  la  sphère 

(55)  r- { l- -i- m- -\- n^ )  —  //-:=o, 
et  à  la  quadrique 

(56)  b'c^l'+  c-a'-m'-j-  (x'b-n-—  («--(-  b- -h  c'^)p'--\-  o^jj- 

-h  r' \  a- 1"  -h  b'^  ni-  +  c-  n-  ■+-  p- 
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Quand  o  varie  de  zéro  à  l'infini,  cette  quadrique  varie  de  l'ellipsoïde 
(i'c- 4-  «'/•-)/'-+-  (c'a'-t-  6'/')«t'+  (a'è' H-  c- /•')«=  — («--!- i-  +  c-  —  r-)/>=  =  o, 

au  couple  de  points 

(«.'+.P.'«  +  y.'0^+/^'-['-'(^  +  ||  +  ^)-<]-o. 

Ce  mode  de  génération  est  une  extension  du  mode  analogue  pour 
la  surface  de  Fresnel  (ô  =  o),  qui  ne  paraît  pas  avoir  été  remarqué, 
au  moyen  de  la  sphère  et  de  l'ellipsoïde  que  nous  venons  de  former. 
Cet  ellipsoïde  est  réel  si  r^  «<  a^  -h  Z/-  4-  c-,  c'est-à-dire  si  le  rayon  de 
la  sphère  est  inférieur  à  la  diagonale  du  parallélépipède  rectangle 
circonscrit  à  l'ellipsoïde 

j,--       t''       s' 

(E)  ±:,  +  -^H-^-l^O, 

a-        b-        c^ 

qui  donne  la  surface  de  Fresnel  par  la  transformation  apsidale.   Ces 
deux  ellipsoïdes  ont  les  mêmes  directions  d'axes. 

On  remarquera  (jue,  dans  tous  ces  modes  de  génération,  si 
/-  -I-  m-  -I-  ri-  =  I,  ^  représente  la  dislance  de  l'origine  au  plan  tangent 
à  la  surface. 

Deuxième  mode  de  génération  de  la  surface,  comme  enveloppe 
des  cônes  circonscrits,  de  quatrième  classe,  ayant  pour  sommets  les 
points  de  l'axe  (a,,  [3,,  y,)  de  dissymétrie  : 

Un  tel  sommet  (ot,p,  j3,p,  y,  p)  a  pour  équation  tangenlielle 

(67)  a,p/  + [3,pm -f- y,p/i +/^  =  0, 

ce  (jui,  en  remplaçant  a,  /  -1-  [i,  ///  -t-  y,  n  par  —  -,  donne  poui'  deuxième 

P 
surface,  définissant  le  cône  variable  avec  p, 

(58)   f—{l''+in-+  «=)|  ^2,.'/--Hc-'fl=m=H-a'6=«'— (a'-l-i(»-hc=)/>'-(-ô'/J»] 

Cette  deuxième  surface  admet  comme  plans  de  symétrie  les  trois 
plans  coordonnés,  ce  rpii  n'arrivait  pas  pour  la  surface  des  ondes,  par 
suite  de  la  disparition  des  termes  (a,  /-i-  3,  m  -h^f,ny.  C'est  là  l'intérêt 
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de  ce  deuxième  mode  de  génération,  qui  condense  en  quelque  sorte  la 
dissymétrie  dans  le  sommet  de  ces  cônes. 

PourS  =  o,  elle  devient  la  surface  de  Fresnel  indépendante  de  p, 
qui  définit  ses  propres  cônes  circonscrits  de  sommets  alif,niés  sur  la 
direction  quelconque  (a,,  |3,,  y,)  issue  de  son  centre. 

Pour  0=^0  ii\e,  quand  celte  surface  varie  avec  p,  les  points  de 
contact  M,  M',  ...  des  plans  tangents  parallèles  à  une  même  direction 
(/,  ///,  n),  p  variant  seul,  sont  donnés  [)ar 


x 

Y 

z 

t 

Jf^ 

EL 

'W~ 

'W 

dl 

dm 

du 

dp 

c'est-à-dire  sont  alignés  sur  un  même  rayon  issu  de  l'origine,  p  n'en- 

,        df 
trant  que  dans  -j-- 

Mais,  ^  dépendant  aussi  de  /,  ///,  it,  le  rapport  rr-yç,  varie  avec  la 

direction  du  plan  tangent  et  la  surface  ne  reste  pas  homothétique  à 
elle-même. 

Elle  varie,  à  partir  de  la  surface  de  Fresnel,  avec  o  et  p,  comme 
notre  surface  des  ondeis,  mais  plus  simplement,  puisqu'elle  conserve 
les  trois  symétries  par  rapport  aux  trois  plans  coordonnés. 

Elle  est  inscrite  dans  les  deux  développables  circonscrites  d'une 
part  à  la  surface  de  Fresnel,  et  d'autre  part  à  la  sphère 

et  à  l'origine,  ce  dernier  cône  étant  compté  deux  fois,  c'est-à-dire  sa 
courbe  de  contact  étant  celle  de  la  surface  elle-même  de  Fresnel. 

Troisième  mode  de  génération,  résultant  du  rapprochement  des 
deux  premiers,  et  fournissant  une  représentation  paramétrique  de 
la  surface. 

D'après  les  deux  modes  de  génération  précédents,  notre  surface 
admet  comme  plans  tangents  tous  ceux  qui,  dépendant  des  deux  para- 
mètres /•  et  p,  vérifient  les  relations 

(60)  {f-A-  in'+  n-)-^ 
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et 

(6i)  :z, /H-(3,/n +y,«=—  ^, 

(63)    è«cV--+-c'a'm=-»-  a'-b^n'-^  (a'-h  è'  +  c»— ô')/)- 

bi  1  on  résolvait  ces  trois  équations  par  rapport  a  ->  —  >  -  en  [onc- 
tions des  deux  paramètres  r  et  p,  on  aurait  une  représentation  para- 
métrique, non  pas  du  point,  mais  du  plan  tangent  de  la  surface,  les 
deux  paramètres  ayant  la  signification  géométrique  définie  à  propos 
des  deux  premiers  modes  de  génération  :  /•  est  la  distance  du  plan 
tangent  à  l'origine,  p  est  la  distance  de  l'origineau  point  où  il  rencontre 
l'axe  de  dissymétrie  optique. 

Pour  la  surface  de  Frcsnel,  M.  Darboux  a  donné  une  représentation 
paramétrique  (')  où  l'un  des  paramètres  a  est  notre  r-,  l'autre  j3  étant 
le  carré  du  rayon  qui  va  de  l'origine  au  point  de  contact  du  plan 
tangent  considéré.  Pour  la  résolution  de  ses  équations  par  rapport 
aux  coordonnées  ponctuelles  et  tangentiellcs,  il  introduit  deux  nou- 
velles variables  a',  j^'. 

Nous  allons  effectuer  ici  la  résolution  par  rapporta  nos  coordonnées 

tangenticlles  -.—,-,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  c,  de 
degré  i  d'homogénéité  comme  les  autres,  définie  par 

a"  l-  -+-  b"-  /«-  ■+■  e'  «'  rr  --  p-, 
I- 

qui  ramène  la  troisième  équation  à 
(63)      b^  c- 1' +  c^  a^  m' +  o- />■>,- 

en  désignant  par  0  la  fonction  des  variables  a,  p,  /•  représentée  par 
l'accolade  et  (fui  est  du  deuxième  degré  d'homogénéité. 

(')  Leçons  sur  la  ihcorie  générale  des  surfaces,  .'i"  Partie.  2"  fascicule, 
p.  ^69-/^70. 
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Ces  deux  équations,  jointes  à  /- 4-  /ir -\-  ir  ^  —  et  linéaires  en  /-, 
nr,  n'-,  se  résolvent  par  les  formules 


I  I  I 

a''        b-        c- 
b"  c^     c-n-     cûb- 

(de  degré  6  d'iiomogénéilé 


—  (6'—  e-*)  (c^-  fl')  (flî—  b'-) 


9      c^  a'     a-  b- 


fl-(//—  c'>)  —  rt'c72(i-— c") 


+  0{c'-b^) 


=ib^-c^)\;''''^;-''^-o\. 


Les  deux  membres  sont  bien  du  degré  4  d'homogénéité.  On  a  ainsi 
les  formules  de  résolution 


j /a^b-^-hc-—a- 


^(c^_a-^)(„2  _./,.) 


(i(a,p,/-). 


(64) 


qui,  portées  dans  la  première  relation  linéaire 


P  P         '    P 


donnent  la  condition 

(65) 


i-r, :     /""  {.b-+  c 

-yx\/a-—b'U- 


C'  —  u-  ) 


—  e 


b-ic^+a'—a-) 


•■{a^-i-  //'—&')  \,'^ 


entre  les  paramètres  a,  p,  /•,  dont  deux  restent  bien  par  suite  indépcn- 
dants  pour  la  représentation  de  -,  — >  -•   Cette  condition  remplace, 

Journ.  de  Math    (6°  siirie).  toiiu'  X.  —   Fasc.  I,  lyi').  ^^ 


n[^  !..     nOCIIE. 

dans  une  certaine  mesure,  les  relations  siirahondanles  de  M.  Darlioiix 
et  sa  fonction  auxiliaire  /". 

La  signification  géouiélri(jue  de  ces  trois  paramètres  sural)ondants 
est  la  suivante  : 

Les  dévcloppables  p  =  const.  sont  les  cônes  circonscrits  à  notre 
surface  des  divers  points  de  l'axe  de  dissymétrie  optique. 

Les  dévcloppables  r=  const.  sont  circonscrites  à  notre  surface  et  à 
des  sphères  vai'iables  de  centre  O. 

Les  dévcloppables  n  =  const.  sont  circonscrites  à  notre  surface  et  à 
des  ellipsoïdes  liomotliéti(jues  à 

„  x"^        y'        3- 

(E)  — +  4^  +  — =  1. 

^     '  a-         b-        c- 

Quand  o  se  réduit  à  zéro  et  notre  surface  à  celle  de  Fresnel, 
p  disparaît  de  la  fonction  G,  qui  se  réduit  à 

9  =  rt-  +  6-  +  c^  4-  (7-  4-  /■- 

et  ne  figure  plus  que  dans  la  première  relation  linéaire,  dès  lors  inutile 
comme  la  condition  qu'elle  a  fournie.  On  a  ainsi  la  représentation 
paramétrique  tangentielle  de  la  surface  de  Fresnel 

/     ^  I  /rt»(6--hc^— (j-^)     ;    ~    '„    \    ', 

_  =  ± 1  /  — !^ —  a-—  b-  —  c-  —  ff-  —  /■- , 

d'où  l'on  pourrai t  déduire  celle  de  M.  Darboux  [p.  /| 70,  (23),  et  p.  /|()()]. 

Oualricnic  mode  de  gcncrallon  cl  deuxième  représentation 
paramétrique  de  la  surface  : 

Au   lieu  du  paramètre  a-,  introduisons  un   paramètre  variable  t, 
encore  de  degré  i,  défini  cette  fois  par 
(  66  )  /y-  c'-'  /'-  +  c-  a-  m-  +  a-  b-  n^  =  T-yu^, 

qui  ramène  alors  la  troisième  équation  à 
(67)     rHaU'-^-b^m-+chi'') 

ou 

,       ,.     „       „    ,  ra--+-b^-^c'  —  è^  —  T-'  ..,/i         <x}        Pî        VÎNT 

=  />-  ro(T,  çt,  /■), 
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en  désignant  par  o  la  fonction  des  variables  -,  p,  /■  reoiésenlée  par 
l'accolade,  et  qui  est  celte  fois  du  degré  zéro  d'homogénéité. 

Ces  deux  équations,  jointes  à  (Go)  l- -^  m- -\- rv  ^ —,  ■  et  linéaires 

en  /-,  ni-,  rr,   se  résolvent  par  les  formules  suivantes,  où  \  est  le 
même  qu'au  troisième  mode, 


c'a-     a- b- 


a-  ro(  b'  —  C-)  -+-  T-(c-—  b-) 


=  ^b^-c^){a^^ 


Les  deux  membres  sont  bien  du  degré  4  d'homogénéité.  On  a  ainsi 
les  formules  de  résolution 


/   _ 

P  '~' 

(68)       '  1  — 
P 


\,'{c'-—a'-)(a-—b-) 


/   ,b'+c-         ,         ,     , 
\/«- — y, 7-—a--^{7.o,r): 


qui,  portées  dans  la  première  relation  linéaire 

X,  l        ,    m             II               I 
HP, h-/,-  = , 

p  p  p  9 

donnent  la  condition 

(69)  o.^\J b' —  c- U  a- —^ 


—  T-  —  a- m 


Mc- 


b-m 


r-. -n     I  .a-^b'-  ,        ,  v'-^ 

+  7lV«-—  *-y/c-— pi T--C-Ti7=—  y, 

entre  les  paramètres  t,  o,  v,  dont  deux  restent  bien  par  suite  indépen- 

,  ,  ,  .         ,     l    m     n 

danls  pour  la  représentation  de  ->  —  >  -  • 

f  f  p    P    P 

La  signification  géométrique  de  ces  trois  paramètres  surabondants 
est  la  suivante. 


'jG  I..     ItOCHE. 

Les  (léveloppables  z  =  coiisl.  soat  circonscriles  à  nolie  surface  el  à 
des  ellipsoïdes  hoinolliéliqucs  à 


b-  c-        b-  a'-        a-  b- 


{fibc-y^ 


ayant  pour  plans  principaux  les  plans  coordonnés. 

Les  développables  p  =  consl.  et  /•  =  const.  sont  les  luèmes  que  dans 
le  troisième  mode. 

Quand,  o  se  réduit  à  zéro  et  notre  surface  à  celle  de  Fresnel, 
p  disparaît  de  la  fonction  us,  qui  se  réduit  à 


et  ne  ligure  plus  que  dans  la  première  relaliou  linéaire,  dès  lors  inutile 
comme  la  condition  (pi'elle  a  fournie. 

On  a  ainsi  la  représenlalion  paramétricjue  langentielle  de  la  surface 
de  Fresnel 


m 
P 


(jui  ne  diffère  pas  esscntieileincnt  de  celle  de  la  Thèse  de  M.  Richard 
(p.  89). 

III.  —  Contours  apparents  de  la  surface. 

1"  Sui'  les  plans  coordonnés  :  il  suffit  d'en  piendi'c  un,  sur  le  |)lan 
des  .zy,  les  autres  s'en  déduisant  par  peiinutalion  ;  c'est  la  trace  du 
cylindre  circonscrit  parallèle  à  ():;  ; 

1"   Sur   le  plan    perpendiculaire  à  l'axe   de   dissymétiie    optique 

1°  Cylindre  circonscril  parallèle  à  Oz.  —  11  suffit  de  faire  /^  =  o 
dans  l'équation  tangentielle  :  on  aura  celle  de  la  trace  du  cylindre  sur 
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le  plan  des  xy.  11  vient  ainsi 

o^ />*  —  />-[(  6-c-)/-  +  ((?-+  a'-)/»-]  +  c-(b'  1-+  n-in-)  (/-+  //i-) 
-  âV^  [/^^  (^  +  |î  +  p)  -  (''  +  '«•^)  +  (^.'  +  |3,  "O^j 

qui,  pour  o  ^  o,  donne  bien 

o  =  [p- —  c-(/-+  m-)]  [/>'- —  (a- /«--+-  ^-/-)], 

c'est-à-dire  le  cercle  et  l'ellipse  de  section  de  la  surface  de  Fresnel  par 
ce  plan  qui  est  pour  elle  un  plan  de  symétrie. 

Cette  courbe  de  quatrième  classe  admet  l'origine  pour  contre,  mais 
n'admet  pas  les  axes  Ox  et  Oj'pour  axes  de  symétrie. 

Elle  admet  comme  tangentes,  quel  que  soit  S,  les  quatre  systèmes 
de  quatre  tangentes  communes  aux  quatre  couples  de  coni(]ues 


c-  (  /-  +  m-  )  —  /)-  =  o 
P-o; 
[   c-(t-  +  m-) — p-=:o, 

/'        '  +  7^  ^- 

\         \a-         0-        c 
j   b- 1' +  a- m'  —  p-=o 
'  p  ^  o; 
I   />-/- -t- «-/H-  —  p'-=:o 
(-2)  ../aj    ,    P 


(69^»; 


(70 


■(/--(-  in')  +  {xtl-\-  ^,111  )-  =  o; 


4^  j  —  (/--h /«-)  4- (a,  /  +  |3,m)-  =  o. 
Les  équations  (70)  peuvent  d'ailleurs  être  remplacées  par 


1   c- { l- -h  m'' ) — p-^o, 

j/,.(^  +  ^  +  Zl_ 

[        \a-         0'        c- 
dont  la  seconde  représente  le  système  de  deux  points 


^'''"^     j/'^(3  +  g  +  3-::î)+K/--P."0^=o. 


a,/-)-  (3,/«  ±/i 


V      rt-^      b"- 


Ces  quatre  tangentes  communes  sont  issues  de  ces  deux  points  au 
cercle  représenté  par  la  première  de  ces  deux  équations. 

La  seconde  des  équations  (72)  représente  l'ellipse  projection  du 
cercle  C  sur  le  plan  des  xy. 


78  L.   nocuK. 

2"  Cylindre  cirronscrit  parulUdc  à  l'axe  de  dissymélric  optique 
(a,,  3,,  Yi)  cloniianl  le  contour  apparent  sur  le  plan  perpendiculaire. 
Ses  équations  lani^entielles  sont 

y-il ^  l'i, m  -h  y,  11  =  o, 

o=/r — /^- [( i- -h  c- )/--)-  (f--f-«-)«--f-  («-+  />-)«-] 

-h  (b-c'-l-+  c'a- m- -h  a-  b-  n-)  {l--¥-  m--+-  /;-), 

(73)  _av^[/.(5^g-^ii)_(/.^,„.+  „.)], 

dont  la  seconde  est  celle  d'une  surface  (1),  inscrite  dans  ce  cylindre 
(et,  par  suite,  le  définissant),  qui  présente  sur  notre  surface  des  ondes 
l'avantage  d'admettre  les,  trois  plans  coordonnés  coniinc  plans  de 
symétrie,  par  disparition  du  carré  (a,  /-+-  ''^,m  -+-  y,  ri)-  qui  détruisait 
la  symétrie. 

Cette  surface  est  très  remanjuable  et  se  prèle  à  une  étude  plus  facile 
que  notre  surface  des  ondes,  dont  elle  constitue  une  sorte  d'approxi- 
mation et  dont  elle  indique  la  forme  générale,  au  moins  dans  la 
direction  (a,,  [ï,,  y,  ). 

Elude  de  la  surface  (I^).  —  Ou  peut  d'abord  en  donner  les  deux 
représentations  paramétriques  que  nous  avons  indiquées,  p  disparais- 
sant, et  avec  p  la  condition  surabondante. 

On  a,  pour  la  première, 

(7^)  0  =  a-+b-'+c'-8'  +  rj^--i-r^\  ,  _  rj- ('^  +  |I  +  Zl  ")  1. 


(75) 


l  /'  v^( c'-  —a-)(a^—  b-^ )  V  '■- 

I  m 


^-6(.,;-), 


\  P 
aux  paramètres  /■  et  a  ;  et,  pour  la  seconde, 

/-  \  a-        b-        c- 

(77)  -——-1=         •  ^=V/«    5 T=—  a-cT(T,  /•) 

p  \/{c^—a'-){a'—b')V  '- 
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aux  paramètres  /■  el  t. 

La  seconde  revêt  une  forme  assez  intéressante 

(78)        - 


y/(c-—  (7-)  (a- —  0') 


qui,  pour  la  surface  de  Fresncl  (0  ^  o),  redonne  celle  que  nous  avons 
obtenue  et  rapprochée  d'un  résultat  de  M.  Richard. 

On  peut  ensuite  en  chercher  les  pians  tangents  sing-nliers  en  annula  11 1 
les  quatre  dérivées  partielles 

■'    =  p\  '2p-—  [(/>''-h  c-)/--+-  (c-4-  a-)w--+-  (0-+  b-)n-] 


2  àp 


-h  o'-{l'--+-  111-+  /(-)  —  20-p-  (  -7:^  +  y^  +  — 1 


-  '^=[-{b'-+c'-)p'-+-  b'-c'-{l'^m'-+n^) 

-+-  {b-c-r-  +  c- a-  m-  -h  a^b-n")  +  â^/J- ]  / 
et 

2  (j/n  2  an 

par  permutations  circulaires  de  a,  l>,  c  et  /,  r»,  n. 

i"  Cherchons  d'abord  des  plans  tangents  singuliers  par  l'origine 
lp  =  o  annulant  -/-)'  ce  qui  empêche  qu'on  ait  alors  à  la  fois 
/  =  m  =  n  =  0,  et  exige  /- -h /n'^ -\- n- =^  a  s'il  s'agit  de  solutions 
réelles. 

a.  Alors  supposons  d'abord  Im/i  r^  o.  ^  =  -j-  =  -^^  =  o  donnent 

b'^c-{l'-  +  m-  -+-  n-)  -+-  b'^c^ l^ -+-  c"^ a- in- -\-  a''  b'-n-^  o, 
c- «'(/-+  m-  H-  «-)  +  b''c^l--h  c'a-  ni^-i-  a'b''  n-=.  o, 
a-  b-  (  /-  +  /«'  +  «2  )  _^  //  c'  /^  +  c-  a-  m  ''-h  a^  b^  n''=  o, 

système  impossil)le  si  cr,  Ir,  c-  sont   dillerents,  ce  (pii  est  notre  cas 
général. 

b.  Essayons  ensuite  /ii  =  n  =  p  =  o,  t^  o,  ce  qui  donne 

dm        On        àp  ' 


8o 

'M. 
dl 


^  =  o  se  réduit  à  l\ib'-c- 1-\  =  o\  donc  impossibililé  encore,  et  de 

dl 

cnie  pour  «  =  /  =  /j  =  o  et  l—  m  =  p  =  o. 

c.   Essayons  enfin  Im  :^  o,  n  =  p  —  o,  ce  qui  donne 


Alor« 


àf 
dm 


donne  b''c-(/-  +-  ni'')  +  h'c'-l--h  c-a'ni^=  o, 

donne         c-a-{l--i-  m^)  -4-  i-c-/--+- c-a^»î-  =  o, 


impossible  en  solutions  réollcs,  et  de  même  avec  /  =  o  ou  ni  =  o. 

2°  Cliorclions  en  second  lieu  des  plans  tangents  doubles  ne  passant 
pas  par  l'origine  {p  ^  o). 

a.  Supposons  d'abord  Imn  ^  o.  Alors  les  quatre  équations 

ùl        dm        On        ôp 
s'écrivent 

^2  c2  (  /2  _(.  „j!  _^  „î  )  _^.  (  //- c"-  V-  H-  c=  a'  w'-  +  a'  6'  «» )  -H  />=  [—  (  6'  -)-  c=  )  +  ô- ]  =  O, 

c*a'(/'+m»+/i=)4-  (6-c2/2H-c2fl'm''+rt=6'«°-)+/''[—  (c- +  o') -4- ô^]  =  o, 

a'-b'-(l^+  m-+  n-)  -]- {  h- c- 1"  ■+-  cV/- w"-'+ rtV^^  «')+//-[— («'-(-  h'-)  +  §'-]  =  o, 

a'  /!  _(-  i»  ,n^  4-  c-  «2  —  (  n •  +  6-  +  c=  —  â-  )  { ^^  -I-  m-  +  «*  ) 

et  leur  déterminant,  par  rapport  aux  cpiatre   combinaisons  des  in- 
connues 

{a^l-+  l>''ni-  +  c-n-),     (Z- +  m- + //'-),     (b'-c- 1^ -)- c'a- m- -h  a' b- ni'),    p-, 

se  réduit  à 

—  (//■— o-)(c-  — rt-)(rt-—  />■'),         ^o, 

dans  notre  cas  générai;  il  est  donc  indépendant  de  0,  ce  qui  est  assez 
remar(jualil('.  On  aurait  donc  p  =  o,  ce  qui  exclut  ce  cas. 

b.  Essayons  ensuite  i/t  =  n  =  o  (Ip  ^  o),  qui  rend  ^^  =  ^  ^o. 
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Alors 

-jT  =  o         donne         +  i  u- c- 1- —  p- \b- -\- c- — a-=:o, 


1^=0         donne         -  (//^4- c-- o-) /=  +  2  »4' —  o- ^4  +  ?l  +  ^^1  =  o, 
dp  \  \a"         b-        c-yj 

ce  qui  exige  qu'on  ait 


c^)^- 


,  ô^[^6.+  e^  __,,.,. (g  _,  Il  .^gjJ_av=:o. 


Ceci  n'a  rien  d'absolument  impossible  a  pr-iori,  même  dans  les 
hypothèses  physiques,  car  ù,  comme  nous  l'avons  vu,  peut  être  de 
l'ordre  de  petitesse  de  b-  —  c".  Cela  revient,  avec  les  notations  de  la 
deuxième  Partie,  à  supposer  v  de  l'ordre  de  v*. 

Nous  avons  dit  toutefois  que  les  phénomènes  connus  conduisaient 
à  supposer  plutôt  v"  d'ordre  supérieur  à  v,  c'est-à-dire  b-  —  c-  d'ordre 
supérieur  à  ù,  auquel  cas  le  terme  principal  de  la  condition  ci-dessus 
deviendrait  le  second  et  entraînerait  la  conséquence 


C'est  un  cône  de  directions  à  donner  à  l'axe  de  dissymétrie  pour 
réaliser  cette  singularité. 

En  revenant  à  l'hypothèse  la  plus  générale  sur  a,  b,  c,  0,  on  voit 
que  la  présence  des  trois  couples  de  plans  tangents  singuliers  paral- 
lèles à  Oyz,  Ozûc,  O.cy  exigerait  qu'on  eût 

.,  r  ,       ,         ,   ,  /«;      (3?      y? M 

—  (c-  —a-y  +  20'    c'--{-  a- —  2  c-rt-     — T  +  ^  -H  ^       —  0*  =  0, 

I  \a-         (3-         c- /  \ 

—  (a2—b'y--\-'io'  ïa'-hb--2a'b'(^  -+-  |î  +  ^)1  —  ô' =  o. 

Ceci  exige  l'égalité  dn  quotient 

■ —  (c-  —  «-)--{-(«-  —  b-  )- 

I  \a'        b-        c'  /  I 

et  des  deux  qu'on  en  déduit  par  permutations  circulaires. 

Jourii.  de  Math,  ((i"  série),  tome  X.  —  Kasc.  I,  igi'i.  '  ' 


On  devrait  donc  avoir 

b-  H-  C- 


lb' 


'i.a-        \  a'        b'-        c- J        2  b-       \a-        b-        c- 1        ic-       \a-        b-   '    c- I 


ib-  —  c-  —  a- 


\a-         h'-         C-) 


3(a»— 6=) 


\a-        b-        c- J  \a-        b-        c- J 

relation  (jiii,  étant  symétrique,  fournit  la  valeur  commune  des  trois 
rapports. 
Il  vient  donc 


K«^+6^  +  c=)(^  +  ^- 


■3(«î+P?+7î)> 


ce  qui  est  un  cône  symétrique  et,  par  suite,  donne  une  condition 
unique. 

Une  autre  est  fournie  par  le  résultant  de  deux  des  équations  en  o, 
qui  sufGt,  comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  et  qui  donne  un  autre 
cône  assez  compliqué  dont  je  ne  m'arrête  pas  à  écrire  l'équation. 

Il  faudra  donc  prendre  pour  l'axe  de  dissymétrie  une  génératrice 
commune  à  ces  deux  cônes,  et  pour  valeur  du  coefficient  o  de  dissy- 
métrie la  racine  commune  aux  trois  équations  bicarrées. 

c.  Essayons  enfin  «  =  o  (avec  liitp  ^  o)  qui  rend  -3^=0. 


Alors  -n  =  -r^  =  -7^  =  o  donnent 


dl 


dm        dp 


b°c'-{l--i-  m-)  +  b-c-l--\-c-a-m- — p-{b-+  c*—  ô*)  =0, 
c-a'-{t--\-  ni')  H-  b-c'-l--h  c-a-ni-  —  p-{c--+-  a- — à-)  =0, 

—  (  6-  -+-  c-  )  /-  —  (  c-  -h  «-  )  m-  +  o-  (  /-  -t-  /7t-  )  —  2    0-  (  ^  -h  ji  4-  i^  j  —  I  U^  =::  o, 

qui  admettent,  comme  déterminant  à  annuler  par  rapporta  /-,  ni'-,p'-, 
■ib-c-  c-{a--T-  b-)  b'--\-c- — ô- 

c-  (  a-  +  6-  )  2  c-  a-  c-  +  a-—  0- 

b'+c- — ô-     c--\-a-  —  o-     2    I  —  o- (  ^  +  yi -4- /'ij 
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On  vérifie  que  les  termes  indépendants  de  o  s'annulent  ainsi  que 
les  termes  en  S*  el  il  reste,  au  facteur  2c-S^  près, 

Ces  plans  tangents  doubles  existeront  donc,  parallèles  à  Or,  et 
donnés  par  les  solutions  /,  m,  p  des  équations  linéaires  dès  lors  compa- 
tibles, si  l'axe  de  dissyraétrie  optique  vérifie  la  relation 

^  ^  e!LtlL±iI  _  f  ^  +  El  +  Zj 

c-  \  a-         b-        f- 

c'est-à-dire  est  dans  l'un  des  deux  plans 

'  ^  3?  = 


b' 
qui  sont  deux  plans  cycliques  de  l'ellipsoïde 

*■     '  a-     '     l>-    '    c- 

En  faisant  les  deux  permutations  circulaires  consécutives,  on  voit 
que,  pour  l'existence  de  cette  catégorie  de  plans  tangents  doubles,  il 
suffit  que  l'axe  de  perturbation  optique  soit  dans  l'un  des  plans 
cycliques  de  l' ellipsoïde . 

d.  Le  plan  l  =  m  =  «  =  o,  /^  7^  o,  c'est-à-dire  le  plan  de  l'infini, 

,  df        df        df  .    df  ,     .     ^ 

donne  -jr  =  -p-  =  -r-  =  o,  mais  -f-  =  o  devient 
dl         dm         du  dp 

Il  faudrait,  pourqu'il  fût  singulier(ce  qui  n'a  d'ailleurs  pas  d'intérêt 
au  point  de  vue  physique),  que  l'axe  de  dissymétrie  S  fût  égal  à  la 

longueur  du  diamètre  de  l'ellipsoïde  —,  +  vï  ri-  ^  =  i ,  qui  a  sa  propre 

direction,  c'est-à-dire  que  V extrémité  de  cet  axe  fût  un  point  de 
l'ellipsoïde. 

Mais  ce  cas  est  impossible  physiquement,  comme  donnant  une 
racine  co-  infinie  de  l'équation  aux  vitesses. 
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IV.  —  Équation  différentielle  des  lignes  de  courbure. 

Appliquons  ré(jualion  (iG)  (p.   240  de  M.  Darboux)  (')  au  cas 

où  u  ^  /,  p  ^  m.  w  =  n ,  p  --=  ï ,  /<  =  a  =  -•  Llle  devient  (p  étant  a 

ou  T  suivant  le  mode  de  rcprésenlalioa  clioisi,  où  a  et  ^  sont  les  para- 
mètres des  courbes  coordonnées) 

dl     dl_        ôl_     ^<n 

dx  ô'j  dy.  àp 

Ont  dm  <)/n  àni 

in  'O^  '  1)^  '  'd^ 

()n  an  ,  dn  on 

<)x  (jp  àx  dp 


(79) 


OP  dx         dp 

Oni        à  m        dm 
'dp         ~d^        Ip 


dn 

dp 


,dn        ,dn 

dx         do 


Par  exemple,  pour  le  premier  mode, 


(c- —  a- 


0: 


:  a-  +  b-+  c'-  -  0'  +  P'--i-  -\  1  -  d'  (  ^  +  ^  +  '4  -  ^W  > 

x^  I  \a-        b-        c-        p'/J 


avec  la  condition 


ai\/h^—c''\/a-(/y'+c'—p-)x'--e-r-P:^c'-—a-^\/b-'{c--ha^—P^)x'—9 

+  y,  v/«2—  b'-Jc^a'--h  b-—P^)x-—B  =  11^, 

P 
A  =  (65—c=)(c^— «-)(«=—  b-). 

Ces  résultats  se  simplifient  ])our  la  surface  de  contour  apparent 
parallèle  à  Taxe  de  dissymétrie. 


(')   Leçons  sur  tu  théorie  générale  des  surfaces,  l.  I. 
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dl 


Je  prends  le  deuxième  mode  de  représenlalion  1':  =  ^,  -^xj  à 
cause  de  sa  forme  plus  symétrique 

/==  7. -. TTT  \y-    ~>     —  —;   ^  \  -r-  0-\  X-  —  I   — ^  +  V^    +  ^    ]\]i 

(c'--a'-){a^--b'-)\      ■  a'  L  W        b'        c'- )  \\ 

qu'on  peut  écrire 

d"où 

i 
Oy. 

_  (M 
dx       ôy.  \  dy.  dp 

Et,  par  échange  de  a  et  jiJ,  A,  et  A,, 

l^d^  =  (A,  +  Aja-)  (  Ao-T-  A,  y?)d'^  +  «3  dy.{k,K^—  A,  A,  +  A3/»). 
"H 

Alors  l'équation  différenlielle  des  lignes  de  courbure,  écrite  lignes  en 
colonnes,  sera 


;  A,a -i- Aaa^-,  /— =  A^p -r- Aja-^, 


/^:^  _  ^  (':^,/3:-H -^«'3)  =  (  A,  + A3^-^)f/a  H- 2  A3a3(^;3. 


<;/ 


du 
'dp 
,dn 


(80) 


,    .  dl  ,     dm  , 

oa               dy.  dy. 

,,,àl  ,  ,t)/«  ,dn 

<7:i               dfi  dp 


l-^  p{A.2p  H-  A3  a-) 
(A,  -h  AsS'-)  (A(,-f-  A,,32)ara  +  a;3rf3[Ao A3—  A,  A,-+-  A,/»] 

(A,-)-A3a^)(Ao+A,3:^)c/3  +  a(3a?a[A„A3— AiA^-t-Aj/^] 


les  autres  colonnes  se  déduisant  de  la  première  par  permutation  de  /, 

ni,  n,  A,  B,  C, 

Le  facteur  commun  3  =  o  donne  une  solution  ^  =:  o  imaginaire  à 
écarter. 

V.  —  Plans  tangents  singuliers. 

Reprenons  l'équation  tangentielle  de  la  surface  /=  F  —  ti'-p'-C  =  o 

et  cherchons  les  plans  tangents  singuliers  par  les  équations  telles  que 

df  _    _dF       ,,d 


dl 


dl 


dl 


(pH:)  =  o. 
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Les  dérivées -n  ont  été  calculées  nom- hi  iiuMiie  cludt-  failesurla  sur- 

01  ' 

face  (2)  de  contour  apparent  parallèle  à  l'axe  de  dissymélrie  optique 
et  -:—  et  -r-  ijar  permutations  circulaires 

Om         On  ^         ' 

2  dp    '  ^  '     \a-         b-         c-  J 

I.  Cherchons  d'abord  des  plans  tangents  doubles  par  l'origine 
{p  =  o).  Les  équations  se  réduisent  alors  à  celles  que  nous  avons 
obtenues  pour  la  surface  de  contour  apparent  parallèle  à  l'axe  de 
dissymélrie  optique,  et  les  conclusions  sont  les  mêmes. 

IL  Cherchons  en  second  lieu  des  plans  tangents  doubles  ne  passant 
pas  par  l'origine  (/?  ^  o). 

i"  Essayons  d'abord  m  =■  n.  =  o,  Ip^o  (ou  lesautres  analogues  par 
permutations). 

Ici  nous  n  avons  plus  --^  =  -f-  z=:  o  ;  mais  comme  -r—  =  ^-  =  o ,  il 
^         dm         On  '  dm         ou  ' 

reste 

a,;3,  =  o; 
«ly,  =o. 

Si  p,^y,  =  o,  l'axe  de  dissyraétrie  coïnciderait  avec  l'un  des 
axes  Oxyz,  c'est  l'étude  de  la  deuxième  Partie.  Si  a,  =  o,  c'est 
l'hypothèse  (P)  plus  loin. 

2°  Essayons  ensuite  n  =  o,  Imp  ^  o. 

Alors  -j—  =  o  exige  qu'on  ait  y,  (a,  l  -t-  [i,  w)  =  o. 

a.  La  solution 

/  m         II p 

(3,  ~  —  a,  ~  o  "~   I  ' 

annulant  la  parenthèse,  ramène  à  la  surface  de  contour  apparent,  en 
faisant  disparaître  a,  /  +  (5,  m  -+-  y,  n,  dans  le  cas  (c).  Il  faudrait  donc 
d'abord,  comme  on  l'a  obtenu  là',  que  l'axe  de  dissymélrie  optique  fût 
dans  l'un  des  plans  cycliques  de  l'ellipsoïde,  et  ensuite  que  les  équa- 
tions linéaires,  alors  compatibles,   fussent  vérifiées  par  les  valeurs 
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ci-dessus  de  /,  m,  n,  p,  ce  qui  entraîne  entre  les  données  a,  b,  c  et  l'axe 
de  dissymétrie  o(a,p,y,)  des  conditions  que  je  ne  m'arrête  pas  à 
écrire. 

p.  L'hypothèse  y,  =  o,  où  l'axe  de  dissymclrie  serait  dans  Tun  des 
plans  coordonnés  Oarj^,  ne  simplifie  pas  considérablement  les  calculs; 
je  ne  la  traite  pas,  on  la  déduirait  comme  cas  particulier  de  ce  que 
nous  allons  dire  sous  un  numéro  suivant  (4°)- 

3°  Le  plan  l  =  m  =  ii  =  o,  p^o^  c'est-à-dire  le  plan  de  l'iullni, 
donne 

Mais  -j^  ^  o  devient  encore 
dp 

l'extrémité  de  l'axe  de  dissymétrie  doit  être  sur  l'ellipsoïde. 

Nous  avons  remarqué  que  c'était  physiquement  impossible. 

4"  Enfin  le  cas  général  Iniiip  ^  o  redonne  les  équations  du  cas  2"  (a) 
du  contour  apparent,  mais  embarrassées  de  termes  en  (a,  Z  +  j3 ,  m  +  y ,  «) 
qui  en  compliquent  considérablement  la  discussion .  Elles  s'écrivent  ainsi 

o  r=  /  j  —  {b'--\-  c'-)iJ-~\-  b'-c-  (P  +  m'--+-  n'-)  -\-  {b- c- 1-  +  c'-a-m--+-  a'-b'-n'-) 

deux  autres  obtenues  par  permutation  circulaire  de  (/,/«,  n)  (a,[j|y,) 
et  enfin  la  quatrième 


o  =  j  2/j-  —  [(  6-  -H  c- ) /-  +  (c-  -f-  a- )  m- -+-(a'-hb'-)  n- ] 

—  2Ô-/J-(  ^  +  jY  +  ^-\]  +  o-  [i''  +  m-  -h  n-  )  —  d-  (xi  l  -+-  [3,  m  -l-yi«)"[- 

Celte  discussion  pourra  êlrc  ut  ilerncnl  faite  le  jour  oïl  l'expérience 
aura  montré,  entre  les  constantes,  des  relations  qui  la  simplifient. 

Je  vais  seulement  montrer  comment  elle  pourrait  être  abordée 
dans  le  cas  où,  0  étant  considéré  comme  infiniment  petit,  on  étudierait 
les  singularités  de  cette  surface  comme  voisine  de  celle  de  Fresnel. 

Ecrivons  pour  un  moment  ces  équations 

/,  —  â'-o,=  o        (j  =  i,2,3,4). 
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Appelons    (/,/??,//,  i)  une  solution  des_/',=:o,   c'est-à-dire  un   plan 
tangent  singulier  de  la  surface  de  Frcsnel.  Appelons 

(/-HO-/,,  m  +  o-m,,  «  +  ô- « , ,  I ) 

une  solution  des  /,•  —  o-ç>,  =  o,  c'est-à-dire  un  plan  langent  singulier 
de  notre  surface. 

Alors  le  développenienl  de  Taylor,   limiti'  au   premier  terme,  de 
Téqualion 

//  —  ô-  9,-^  o, 
donne 


/,(/,/«,«,  i)-+-o^(  i,-jf  + 


dm 


■  n'  'j,(  /,  m,  n)  :=  o, 


ou,  puisque  /,  m,  n  sont  des  solutions  de  /",  =  o, 


0/  ijlll 


On 


—  9,(/,  W,  «)  r3  o  («■  :=  I,  2,  3,  4  )• 


S'il  y  a  des  plans  tangents  doubles,  les  termes  correctifs  /,  m,  n,  /, , 
/// ,,  /?,  devront  être  racines  de  ces  quatre  équations,  ce  (jui  donne  une 
condition  de  coinpatil)i!it('' 

'Hi    'là    'IL    , 

()/      ()m      ()n 


(8.) 


'>A  <)L  (Ih 

ôl  ôin  an 

^jA  l/i  ili 

()l  ()in  an 

<]A  <]A  ']A 


Par  exemple,  en  [)renanl  le  plan  tangent  siiigiiliiM'  (pii,  avec  les 
notât  ions  actuel  les  appliquées  aux  for  mules  de  la  page  20  de  M.  liicliard, 
est 

...  _  \/~ 


'=V\/£ 


c      y  b'--a- 


(/(  — o, /J  =  l). 


/,  =  [ —  {b-  -h  C-)  +  h- c- ( /- -+-  m- -h  n'-)  +  b- c- 1-  +  c- a- m- ■+-  a- /'-n'-]  /  =  /^, , 
fi^^  I  —  (c-  4-  «■-)  +  c- «'-(/-  -t-  m-  +  /I-)  -^  b-c^  l^  -h  c'-a-nt-  -4-  a-  b- n-]nt  =  '".i'o, 
/j—  [—  («-+  b'-)  -\- a"- b- { l- -\-  ni-  -\-  n^)  ■+-  b'^c-l'^+  c-a-m--i-  ci-b'n-]n, 
/j=  2  —  [{b-+  c-)/-+  (c'  -H  a-)ni'  ■+-  {a- -h  b")n-]. 
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La  troisième  colonne  du  déterminant  (8i)  se  réduit  à  son  troisième 
terme  ^  o,  et  le  déterminant  à  son  mineur 


(82) 


Mais  ici 


dA 
dl 

dA 
dm 

9' 

dA 
dl 

dA 
dm 

?2 

=  0, 

àA 
dl 

dA 

dm 

C*' 

dl 

-^^l"^-' 
-°'^^1^' 

dm         dm 

dl 

dm       °'           dm 

dl 

=  -i{b'+c- 

l. 

-f—  =—  2(c--i-  a 
dm 

g^  =  -{b 

+  c^) 

-h  b--+  c^=o, 

S.^—{c^- 

+  a^) 

-h  a--7-  c'-^o, 

dl 

l^ 
dm 

-      9. 

dm 

m^     ., 
dm 

^  0, 

OA 
ôi 

dm 

?i 

à^i 

d:^i 

dl 

=  ^b'cU, 

^  =  2c'-  a2+  b 
dm 

dl 

=  2C- 

(« 

^b"- 

)l, 

dm 

=  ^c-a-m. 

La  condition  s'écrit  donc  ainsi 


tb'c^l  c-(a^+b-)l 

c-(a'-j-  b^)m         2c-a-m 


{b- 


—  (c'-h  a- 


(a,/-i-f3,/«)', 


On  divisera  la  première  ligne  par  /,  la  deuxième  par  m. 

Les  coefficients  des  éléments  do  la  dernière  colonne  sont  respective- 
ment, en  divisant  par  c*(a-  —  b-), 

C' — a-      b-—c-      2— ft^i 


Journ.  de  Math.  (G'  scrie),  lome  X.  —  Kasc.  I,  i^ih. 
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Le  coefficient  fie  yî  disparaissant,  on  voit  que  le  cône,  sur  lequel 
doit  se  trouver  l'axe  de  dissymétrie  pour  que  le  plan  tangent  singulier 
existe,  se  réduil  à  deux  plans  passant  par  O  z. 

CHAPITRE  V. 

CAS    DES    ONDES    PLANES    LATÉnALEMENT    LIMITÉES. 

En  nous  reportant  au  paragraphe  IV  (n"  19)  du  Mémoire  de 
M.  Boussinesq  (p.  335)  ('),  nous  voyons  que  le  rayon  lumineux, 
supposé  latéralement  limité  pour  rentrer  dans  le  cas  de  la  réalité,  mais 
assez  large  pour  ne  pas  présenter  de  diffraction  sensible,  se  prêtera  à 
l'étude  précédente,  pourvu  que  L'I,  M'I,  NI  subissent  trois  correc- 
tions imaginaires  î,  £,,  t.,,  de  l'ordre  des  dérivées  partielles  ^j  -j-> 

^>  I  étant  maintenant  une  fonctionlentement  variable  de  x,  y,  z,  dont 
les  dérivées  secondes  seraient  encore  beaucoup  plus  petites  que  ces 
dérivées  premières.  Ce  sont  donc  les  expressions 

j. —  !1 —  1. —  ginr—lx-my-,iz)^p\ —  E 

L'I -H  £  ^  M'I -H  î,  ~  iN'l  +  £,  ~ 

que  nous  substituons  dans  les  mêmes  équations  du  mouvement.  Dans 
ces  expressions,  L',  M',  N'  conservent  leurs  valeurs  constantes  du  cas 
des  ondes  planes  latéralement  indéfinies. 

Les  termes  ïE,  £,E,  t„E  donneront,  d'après  le  calcul  du  Chapitre  1, 
les  produits  de  E  par 

En  effet,  £,  £,,  t.,  étant  déjà  de  l'ordre  de  petitesse  des  dérivées  pre- 
mières de  I,  les  dérivations  de  £,  £,,  £j  par  rapport  k  x^y,  z  n'intro- 
duiraient que  des  termes  de  l'ordre  supérieur  de  petitesse  des  dérivées 
secondes  de  I. 

Dans  les  autres  termes,  la  dérivation  par  rapport  à  x  du  produit 
L'IEle  multipliera  par 

-/'■^^  +T:7Z— /'A^^^    /+T7T:7r\/- 


l   (^^  *  V  Kl  dx 


Journal  de  MalliiimaliqueSs  (i"  série,  t.  VII,  igii. 
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Cette    dérivation  reviendra  donc  à   donner  à  Z  un  accroissement 
qu'on  peut  représenter  par 

Kl  dx^ 

, ,    .       ,         1  .    •     .  .  ■   1 ,        d\.     d\     d\    ,  .  , 

Mais,  les  dérivées  partielles  -j-i  -r-,  -p  étant  petites,    et   chacune 

d'elles  n'éprouvant  des  changements  comparables  à  sa  valeur  qu'après 
un  grand  nombre  de  longueurs  d'onde,  leurs  propres  dérivées  seront 
d'ordre  supérieur  de  petitesse,  et  elles-mêmes  pourront  être  traitées 
comme  des  constantes  dans  notre  calcul.  On  pourra  d'ailleurs  traiter 

I    d\   I —  I    dl  1 —  I    d\   I — 

Kl  dx  ^  Kl  dy  *         '  Kl  0^^  *^         ' 

en  raison  de  la  petitesse  de  —  >  -j--,  -r,  comme  de  véritables  différen- 
tielles, et,  dans  les  résultats  de  la  substitution  que  nous  effectuons,  les 
neuf  polynômes  $,  . . .,  "W.,  seront  accrus  de  leurs  différentielles  totales 
(J$,  . . .,  à"^.,.  Ces  résultats  fourniront  donc  les  trois  équations 

<I»  s  +  X  si+f  £,-t-L'I{*  +<?$)  -hM'I(X  +<)X)  H-N'ICF  ^dW)  =0, 
a>,  £  H- X,  £,  + II'-,  £2 -H  L' I  (*,-+-(?«!>,)  + M' I  (  X,  +  (?X,  )  + N' I  (  W,  +  ()iF,  )  =  o, 

(b,e  +X^E,-h  W,z,-^  L'l{(b^+  d^.,)  +  M'l{X,  +  dX,_)  +  N'l{W,-i-  dW.2)  =  o. 

Appelons  X',  it.',  V  les  trois  multiplicateurs,  définis  à  un  facteur  près 
et  fonctions  de  /,  ?n,  «,  qui  vérifient  le  système  homogène 

>/$  -t-fi'<I»i  -i- v'a>,  =  0, 
X'X  +  fi'Xi  -I-  v'Xj  =  o, 
?.'»*■  + pi' II', +  v"F,=  o, 

compatible  à  cause  de  la  condition 


<I) 

<D, 

4) 

X 

X, 

X 

»r 

'F, 

TJ- 

ou  /"(a,  6,  c, /,  m,  «)  =  o,  que  nous  supposons  vérifiée,  et  qui  n'est 
autre  que  la  condition  (4i)  du  Chapitre  I  (troisième  Partie),  les 
lignes  étant  échangées  avec  les  colonnes.  Il  en  résulte  aussi  que  pourX', 
a',  v'  on  peut  prendre  les  expressions  imaginaires  conjuguées  de  L', 
M',  N',  d'après  une  remarque  faite  à  la  fin  du  Chapitre  1. 

Alors,  en  multipliant  par  X',  ij.',  v'  les  équations  et  les  ajoutant,  on 
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obtient,  après  suppression  du  facteur  I, 

(V  d^  -h  II.'  (^0),  4-  -j'  d*.)  L'  ^-  (>.'  d\  +  ju'  ()X,  H-  ■/  dX^)}A' 

-H  ()/  d«I'  +  il'  dn\  -h  ■/  dW. ) N'  =  o. 
Dans  cette  équation,  on  a 

6/<I>=  -Tràl  -h  -j—din  ~  -r-ôn, 
cil  dm  an 


Elle  devient  donc 


r    /-.f/x      ,d\,      ,'/x.A., 

\  '  dm      '^  dm  ^      dm)  '   \'  dn        ^    dn         '    du  j    "J  ' 

,,«?*•         ,r/1-,        ,d^V:\  .  /.,dW         ,dW,        ,dW.\^l^., 


Kl     r/,r  Kl     dy  Ivl     rfc 

OU,  en  ordonnant  par  rapport  à  ces  dérivées,  c'est-à-dire  en  colonnes, 


[ 


,,  dit  ,d<l>,  ,d^..  >  , 


•/X  ,d\,         ,d\.. 


^(..d\      ,d\,      ,d\.\.,,    {.,dw      ,oT,      ,^>r.,\^.,-|  ,/I 


L       V     dm       '^  dm  dm  J 

\,  '  dm       ^  dm  dm  /  '  \     dm       ^    dm  dut  J      J  dy 


,,of<l>  ,f/tl),  ,c/<l>,  \  ,  , 

dn        '     dn  dn 


[   ( 
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OU  enfin 

P-^+Q-f--hB.-j-  =  o, 
dx  dy  dz 

P,  Q,  R  reprcsentanL  les  trois  crochets. 

Mais  entre  les  neuf  polynômes  $,    ...,  W.^   nous   avons  établi  la 
relation 

/(  rt,  b,  c,  l,  m ,  /i  )  =:  o, 

qui  n'est  autre  que  l'équation  tangentielle  de  la  surface  des  ondes,  et 
dont  la  difTérentielle  totale  serait 


-,,  dl  +  -f—  dm  H — j-  On 
de  dm  du 


-4rdl+  -r-  à"'  -'-  -^ 
al  dm 

Or,  je  dis  qu'on  a  précisément, 


df 

df 

df 

dl 

dm 

dn 

p  ~ 

'   Q   " 

~    R 

En  effet,  pour  effectuer  cette  différentiation,  il  est  inutile  de  former 
explicitement  F  :  il  suffit  de  différentier  totalement  les  trois  équations 
linéaires  et  homogènes  dont  F  =  o  exprime  la  compatibilité.  Il  s'agit 
ici  de  différentielles  effectives  et  non  plus  symboliques,  et  il  vient 

4»  dV  +  X  ^M'  +  W   dN'+L'd<P  +  M' c/X  +  N'  dW  =  o, 
$,  f/i;+  X,dM'  -h  W,dN'-h  V  rf<l»,  +  M'  dX,  -h  N'  ^/«F,  =  o, 

<P^dL'  +  X,dM'  +  W,jm'  +  L' d^.,-i-  M dX,+  N'dW^-=o. 

Ces  équations,  multipliées  par  X',  p.',  v',  définies  plus  haut  et  ajoutées, 
donnent,  par  évanouissement  des  trois  premières  colonnes, 

(  X'  fl'O»  -(-  ;jt'  f/«I>,  -f-  v'  dW.2  )  L' 

H-  [l'dX  -+-  p.'  f/X,  +  v'  dX,)  M'  -+-  (À'  d^V  -(-  iJ.'  dW,  -r  v'  dW^)  N'=:  o, 


fAI)  ^  —-dl  +  -f—  dm  -+-  —;- dn , 
dl  dm  dn 
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Cette  équation  devient  donc 


.,  d*^        ,  d'^i        ,  d<b.. 
11  '^ '''■  lu  ^  ^' ~dï 


Y' 


f^,dyi         ,d\,         ,f/XA,,,      f^,dW         ,dW,        ,d^l''\M,l., 


[ 

\  "  d/n       '^  dm    '        dm  )  \     dm       '     dm  dm  )  '     | 

\_     \     dn        '^   dn  '^       dn  ) 

+  6'f^+     '^       v'— =^M'      6'— ^tz'—       -/^"^N'irf/i  — o 
\  '   dn        "^    dn  dn'}  \'    dn     '   '      dn  dn  J'    ]  " 


^,  d<P  ,d<i>,  ^    ,r/4>j  ,     , 

dm        '^  dm     '        dm  ) 


OU 


enfin 


Vdl-T-Ç>dm-^l\dn  —  o 
comme  nous  l'avions  annoncé,  c'est-à-dire 


df 
dl 

df 
dm 

dj 
dn 

V    " 

Q     ~ 

\\ 

Or  le  point  de  contact(a;,y,  :;)duplan  de  l'onde  avec  son  enveloppe 
est  précisément  donné,  sur  l'équation  tangentielle,  par 


df       -        df        - 

dl          dm 

-  df 
dn 

P  -  (  )  - 

W 

Si  nous  considérons  par  suite  un  élément  de  chemin  (àx,  ây,  <):■)  à 
partir  de  l'origine  le  long  du  rayon  vecteur  de  ce  point  de  contact, 
nous  aurons 

à  a: i)y  r)= 

"F  ~Tr  ~Tr  ' 

et,  sur  cet  élément,  l'équation 

„  d\       ^dl       ^  dl 
d.r        ^  dy  dz 
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deviendra 

dx  cly    -^        dz  ^  ' 

C'est  l'équation  (57)  de  la  page  SSg  du  Mémoire  de  M.  Bous- 
sinesq. 

Donc,  quelle  que  soit  la  manière  graduelle  dont  varie  la  fonction  I 
d'un  point  à  l'autre  d'une  même  onde  plane,  cette  fonction  ne  variera 
pas  le  long  du  rayon  vecteur  joignant  le  centre  de  la  surface  des  ondes 
au  point  de  contact  de  celte  surface  avec  l'onde  plane,  et  c'est  suivant 
ce  rayon  vecteur  que  se  transmettra  l'amplitude  du  mouvement  :  c'est 
la  propriété  caractéristique  du  rayon  correspondant  de  lumière 
parallèle. 

Nous  avons  donc  étendu,  au  cas  général  qui  nous  occupe,  malgré  la 
présence  des  trois  coefficients  v,  v,,  Vj  (représentant  un  ordre  de  phé- 
nomènes analogue  à  la  polarisation  rotatoire  magnétique),  la  conclu- 
sion de  ce  Mémoire  : 

Les  équations  du  mouvement  n  astreignent  le  coefficient  I  d'am- 
plitude qu'à  rester  invariable  le  long  de  chaque  rayon  lumineux 
(rayon  vecteur  du  point  de  contact  du  plan  de  Tonde  avec  son 
enveloppe,  la  surface  des  ondes). 


MÉDAILLE    WEIERSTRASS    (1916). 

Au  cinquième  (^oiifi^rès  international  des  Mathématiciens,  à  Cam- 
bridj^e,  il  fut  décidé  que  le  sixième  Congrès  se  réunirait  en  1916  à 
Stockholm.  Sa  Majesté  le  RoiGustaveV  lit  annoncer,  à  cette  occasion, 
qu'il  serait  disposé  à  mettre  ce  Congrès  sous  son  haut  patronage. 

En  outre,  Sa  Majesté  a  résolu  d'honorer,  par  une  médaille  d'or 
portant  l'image  de  Karl  Weierstrass  et  par  une  somme  d'argent  de 
3ooo  couronnes,  quelque  importante  découverte  dans  le  domaine  de 
la  théorie  des  fonctions  analytiques. 

Ceux  qui  désireront  concourir  pour  ce  prix  devront  envoyer  leurs 
manuscrits  au  rédacteur  eti  chef  des  Acta  mathematica  avant  le 
3i  octobre  1915,  centenaire  de  la  naissance  de  Karl  Weierstrass.  Les 
Mémoires,  qui  pourront  traiter  un  sujet  se  rapportant  soit  à  la  théorie 
générale  des  fonctions  analytiques,  soit  à  la  théorie  d'une  classe  impor- 
tante de  fonctions  particulières,  devront  porter  une  épigraphe  et  être 
accompagnés  du  nom  et  de  l'adresse  de  l'auteur,  indiqués  ouvertement 
ou  sous  pli  cacheté.  Ils  ne  devront  point  avoir  été  publiés  antérieu- 
rement. 

Sa  Majesté  a  décidé  qu'un  rapport  sur  la  valeur  scientifique  des 
M/'moires  envoyés  pour  répondre  à  la  question  mise  au  concours  doit 
être  présenté  à  Sa  Majesté  par  les  membres  de  la  première  classe  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Suède.  Ces  membres  sont  actuellement  : 
MM.  Mittag-Leftler,  Falk,  Phragmén,  \\  iman,  Bendixson  et  von  Koch. 
Aux  dits  membres  sera  encore  associé  M.  Fredholm. 

Le  Mémoire  couronné  ainsi  que  les  Mémoires  qui  pourraient  être 
jugés  dignes  d'être  signalés  comme  paiticulièrement  remarquables 
seront  imprimés  dans  \cs  Acla  rnatlicinatica.  Ils  ne  devront  pas  être 
autrement  rendus  publics  antérieurement. 

Les  autres  Mémoires  seront  renvoyés  à  l'adresse  que  l'auteur  aura 
indiquée  dans  ce  but. 

Les  Mémoires  pourront  être  écrits  en  allemand,  eu  anglais  ou  en 
français,  au  choix  de  l'auteur. 
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Des  polynômes   invariants  par   une  substitution  linéaire; 
Par  Camiiie  JORDAX. 


I.  Une  substitution  linéaire  S  peut  être  mise  sous  la  forme  canonique 


S=: 


•Cm-I 

..      x^ 

Yn-l 

■  ■   yo 

-p-1 

■  ■    =0, 

a(j;,„-h  x„,_,  )     a ( a:„,_i  +  j:,„_j ) 


h'^ 


les  constantes  a,  h,  c,  . . .  étant  égales  ou  inégales. 
Elle  est  le  produit  des  deux  substitutions  suivantes 


S,= 


7" 


Jo 


Jo 


y,.  +yn-i 


y- 


Soit,  d'autre  part,  F  un  polynôme  où  figurent  les  variables  de  S. 
Désignons  par  F-^,;,,;.  l'ensemble  de  ceux  de  ses  termes  qui  sont  de 
degré  A  par  rapport  aux  variables  x,  de  degré  u.  par  rapport  aux  va- 
riables^, de  degré  v  par  rapport  aux  variables  :r,  etc. 

La  substitution  S  étant  linéaire  par  rapport  à  chacune  des  séries  de 
variables,  transformera  Fxjtv...  en  une  autre  forme  G;^.,.  également 
homogène  et  de  degré  A  par  rapport  aux  x,  homogène  et  de  degré  u. 
par  rapport  aux  y,  etc. 

Pour  que  le  polynôme  F  =  £F)p,v...  soit  identique  à  son  transformé 

Journ.  rfe  ,V/a</i.  {6*  série),  tome  X.  —  Fasc.  1,1914.  l3 


q8  c\mille  jokoan. 

G  =  2G>.,iv...,  il  fiiul  qu'on  ail  pour  chaque  système  des  valeurs  de  A, 

U.,  V,  . . . 

F).av...  =  G>,a,,,. 

car  aucune  réduction  n'est  possible  entre  des  termes  pour  lesquels  A, 
ix,  V,    . .  ont  des  valeurs  difFérenles. 

La  construction  des  polynômes  invariants  est  ainsi  ramenée  au  cas 
des  formes  homogènes  séparément  par  rapport  à  chacune  des  séries 
de  variables  j;,  j',  ;,  .... 

Si  nous  désignons  par  1)  l'opération 

à  à  à  ()  '' 


d  d 

nous  aurons  pour  Gy^.,,,  le  développement  symbolique 

/                D-                     D^  \ 

G>„v    =  «*■  b^c'  ...i-f-Dn h. ..H r  -i- . . .    F>u,.^ 

'■^  ■■■  \  1.2  1.2.../.         y    • 

Convenons  d'assigner  à  chacune  des  variables  x,  y,  z,  ...  un  poids 
égal  à  son  indice.  L'opération  D,  eiïectuée  sur  un  monôme  T  de 
poids/),  donne  pour  résultat  une  somme  de  termes  de  poids  p  —  i. 

Soit  donc  F)|xv...  =  $  +  V,  $  désignant  l'ensemble  des  termes  de 
poids  maximum  p.  L'ensemble  des  termes  de  poids  p  dans  Gy^-,,„  sera 
a^  b^c' . .  .$;  mais  on  doit  avoir 

d'où  cette  première  condition 

a'  hv-c' . .  .z=  I , 

laquelle  exprime  que  la  substitution  S,  laisse  F  et  *t  invariants. 
En  la  supposant  remplie,  la  relation  (i)  se  réduira  à 


Les   termes  de  poids   maximum  p  —  i    dans   le   |)remier  membre 
devant  s'annuler  séparément,  on  aura 
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Si  cette  seconde  condition  est  remplie,  on  en  déduira 

r)=»^tr;D(o)  —  o,      D3<^  =  o,       

Donc  <I>  sera  une  forme  invariante  et  W  devra  Têtre  également. 
On  voit  de  même  que  l'ensemble  $,  des  termes  de  poids  maximum 
dans  W  doit  être  invariant,  et  ainsi  de  suite. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  la  proposition  suivante  : 

Tout  polynôme  F  invariant  par  la  substitution  S  est  une  somme 
de  formes  invariantes  $,  homogènes  par  rapport  à  chacune  des 
séries  de  variables  x,  y,  z,  ...  et  isobares. 

Les  degrés  X,  [x,  v,  ...  de  chacune  de  ces  formes  i^  par  rapport 
aux  X,  aux  y,  aux  s,  . . .  satisfont  à  la  relation 

(2)  a'IiV-c'' .  .  .  =r  I, 

laquelle  exprime  son  invariance  par  la  substitution  S,. 
On  a,  en  outre,  la  condition 

(3)  D<t>  =  o, 

qui  exprime  son  invariance  par  la  substitution  Sj. 
Discutons  successivement  les  conditions  (2)  et  (3). 

II.  Soient 

h,    iJ-i,    ^ , 

1.2,        p..,,        V2,         ..., 


les  solutions  linéairement  indépendantes  de  l'équation  (2)  en  nombres 
entiers  (positifs,  nuls  ou  négatifs). 

La  solution  générale  en  nombres  entiers  sera 

i^=^ll"'l-+-fA2»'2-t-  .  ••, 

V  ^=:  V|  m,  +  V.,  m^  + .  .  . , 


m,,  m.,,  ...  étant  des  entiers  (positifs,  nuls  ou  négatifs). 

Si  quelqu'un  des  entiers  m,  tel  que  m,,  est  négatif,  on  mettra  son 


lOO  CAMILLE    .lOHDAN. 

sig^ne  en  évidence,  el  Ton  aura  ce  nouveau  système 

>.  =:  —  >,  W|  -4-  ^î  Wj  + . . . , 

H^^ — /a,/M,-t-  Xi/n2  +  . . ., 


où  m,  est  positif. 

On  pourra  donc  supposer  qu'aucun  des  entiers  m  n'est  négatif,  à  la 
condition  de  considérer,  après  le  système  (/(),  ceux  qui  s'en  déduisent 
par  le  changement  de  signe  des  coefficients  de  quelques  colonnes. 

Remarquons  d'ailleurs  que,  $  étant  un  polynôme  entier,  on  doit 
rejeter  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  m,,  r/i.,,  ...  qui  rendraient 
négatifs  quelqu'un  des  entiers  X,  p.,  v,  — 

Pour  déterminer  les  systèmes  admissibles,  considérons  tout  d'abord 
la  première  équation  du  système  (4) 

(5)  )>  =  >,  m, -+-).,«!,  4-. .  ., 

jointe  à  l'inégalité 

(6)  ).  =  o. 

Si  /n\ ,  m'.,,  ...  ;  X'  et  m\ ,  m'^,  . . .  ;  X"  sont  deux  solutions  de  ces  rela- 
tions autres  que  la  solution  banale  o,  o,  ...;  o  qui  correspond  à 
<I»  =  const.,  leur  addition  donnera  une  nouvelle  solution 

/»',  -+-  ni'[,     m'.^  4-  m\,      ...  ;     )/  +  \" . 

Nous  dirons  qu'une  solution  est  priiniti<.e  si  elle  ne  peut  s'obtenir 
ainsi  par  l'addition  de  deux  solutions  plus  simples. 

Ces  solutions  primitives  sont  en  nombre  limité. 

En  effet,  si  X,,  A^,  .. .  sont  tous  positifs,  les  solutions 

I,     o,     o,      ...;     >.„ 
o,      1 ,     o,      ...  ;     ^j, 

seront  seules  primitives  ;  car  toute  tiolulion 

dans  laquelle  ni,  -+-  m.,-ir. ..  surpasse  l'unité  («/,  par  exemple  n'étant 
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pas  nul)  résulle  fie  l'addition  des  denx  solutions 

'•  o,       o,       . . .  ;     /.,, 

//!,  —  r ,     W21     "'3.     •  •  •  ;     ^  —  >■!• 

Supposons,  au  contraire,  que  quelques-uns  des  À  soient  négatifs; 
mettant  le  fait  en  évidence,  nous  aurons  une  égalité  de  la  forme 

À  —  >.,  /»,-+-...  +  l/c-i  ni,,   ,  —  l^  ou  —  >.A+i  '"A  +  i  — 

Pour  que  la  solution 


soit  primitive,  il  faudra  qu'aucun  des  entiers  m/^,  Wa+d  •••ne  sur- 
passe A,  +. .  .-f-  Aa-,. 

Car  si  m^,  par  exemple,  était  plus  grand  que  cette  somme,  l'ensemble 
des  termes  négatifs  qui  entrent  dans  l'expression  de  X  serait  plus  grand 
en  valeur  absolue  que  'k^{A, -h. .  .-{-A,,_,).  L'ensemble  des  termes 
positifs 

le  serait  a  fortiori  puisque  A  n'est  pas  négatif.  Donc  l'un  au  moins  des 
entiers  m,,  . . .,  mi,_f,  par  exemple  ni,,  serait  >  X^- 

Cela  posé,    la  solution  donnée  résulterait  de  l'addition  des  deux 

suivantes  : 

Àa,      o,      .  .  . ,  ?i,,     o,      .  .  .  ;      o, 

w,  —  Xa,     o,      ...,     /«A — ^1,     o,      ...       1; 

elle  ne  serait  donc  pas  primitive. 

La  valeur  absolue  z  de  la  somme  s  des  termes  négatifs,  dans  l'ex- 
pression de  X,  ne  peut  donc  surpasser  la  quantité  fixe 

(  A,  +  .  .  .  4-  X/,_,  )  (>.A  -H  >.A+.  -(-...). 

Celle  des  termes  positifs  sera  au  moins  égale  à  s;  mais  chacun  des 
entiers  m,,  . . .,  m^  ,  sera  limité.  En  effet,  considérons  //t,  par  exemple. 

Si  X,  n'est  pas  nul,  /«,  ne  pourra  surpasser  . — h  i .  Autrement  on 
aurait 
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et  la  solution  considérée  serait  la  somn)e  clos  deux  suivantes  : 

I ,     o,     o,      ...  ;     7,, 
/H,  —  I ,     Wj,      ...  ;     1  —  >,,. 

Six,  est  nul,  m,  ne  peut  surpasser  l'unité;  autrement  la  solution 
considérée  serait  la  somme  des  deux  suivantes  : 

1 ,     o.     o,     ...  ;     o, 
m^ —  I,     A7ij,      ...  ;     1 

Les  solutions  primitives 

ni\,     ni'„,     ...  ;     V , 
m'I,     ni"j,      ...  ;     À" , 

des  relations  (5)  et  (6)  étant  en  nombre  limité  comme  nous  venons 
de  l'établir,  la  solution  la  plus  générale  résultant  de  leur  addition 
sera 

/w,  =  m',  t,  -h  m'J  <j  + . . . , 

m,i=  Wji,  +  m",lt-h .  . ., 


}.    —/,'<,    -hlU,    -+- 

les  t  étant  des  entiers  positifs  ou  nuls. 

Substituons  ces  valeurs  de  m,,  rn.^,  ...  dans  la  seconde  des  rela- 
tions (4) 

[A  =  (Jl,  W,  +  ptj/?lj4-.  .   .. 

Elle  prendra  la  forme 

(5')  IX  =  !X,t,-lr  :f..,t,  + 

A  cette  é(juation  nous  devrons  joindre  l'inégalité 
(6')  ix  =  o. 

Nous  pouvons  raisonner  sur  ces  relations  comme  nous  l'avons  fait 
sur  les  relations  analogues  (5)  et  (G),  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que 
nous  arrivions  à  obtenir  les  valeurs  définitives  de  A,  a,  v,  ....  Elles 
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seront  de  la  forme 

l  =:(3,«,-t-  (32M,  +  .  . ., 
fi  =  y,  M,+  y,  «j  +  ..., 

V   =  0,  w,  +  ô, //,+...  , 


les  [î,  Y,  c,  ...  étant  des  entiers  déterminés  et  les  u  des  entiers  arbi- 
traireSj  les  uns  et  les  autres  étant  positifs  ou  nuls. 

m.  Il  reste  enfin  à  construire  les  polynômes  F  invariants  par  la 
substitution  Sj.  Nous  avons  vu  qu'ils  ont  pour  caractère  distinctif 
de  satisfaire  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(7)  DF  =  o. 

Celte  équation  admet  comme  solutions  particulières  les  polynômes 
suivants  : 

;  -2  .*-! 

I      7 k-i   .  _/.-!   -  -,       ./.-3   -  1  1       /  ,\i— I   -  "  I 

,   Z,_.,     .,-.,     w,_,-,  +  -„     -,,_,  —  -...+  (_.)*  -..^^—-^ 
(A- =  9.,...,/,); 

Y.=J^'n- vj-v,_,j,+ v*-'j,.,-^  -...4-(-,)*-' V, 


(8)         /  "     ^  °    •"■      ^  '    •"•--^'  '•'»    -■"-'i.2      ■■•  '  '      '      -"(A--!)! 

(A  =  2,  ...,  n); 

\\  ^^  ya^i     ^oyii 

X*=  JtJ"'  x/,  —  j-*-'  j--*.,  ,r,  -H  xj-'  a:i_,  ^  — . ..  +  (—  I  )^- -'  a-,       _^ 

(  A  :=  2 ,   ...,/«). 

On  a,  en  effet,  par  exemple, 

à^k  _|_  .         àZi-  _  dZi- 


DZ,.=  w,-, 


+  (  —  y«~  '  j*-i  +  j'i"'/*-»  ji  —  ...)  =  o. 

et,  d'autre  part, 

Tout  polynôme  formé  avec  ceux-ci  et  avec  les  variables  x„,y^,  :, 
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sera  encore  invariant  ;  el  si,  après  substitution  des  valeurs  des  X,  Y  ,  Z, 
il  contient  en  facteur  commun  quelques  puissances  de  Xg,Yt,  r„,  on 
pourra  supprimer  ce  facteur  commun;  le  (juotient  sera  encore  inva- 
riant. 

RéciproqucDiPiil  tout  polynôme  iinaiiant  s'obtiendra  par  ce 
procédé. 

Soit,  en  efl'et,  Fun  polynôme  formé  avec  les  variables  x,  y,  :;.  Résol- 
vons les  équations  (H)  par  rapport  k  z.,,  ...,  -/,;_Xi,  —  Yn'i  ^n  •••»  ^m- 
Les  valeurs  trouvées  seront  rationnelles  et  auront  pour  dénominateur 
commun  le  déterminant 

de  ces  équations. 

Substituant  ces  valeurs  dans  F  et  chassant  les  dénominateurs,  nous 
obtiendrons  un  résultat  de  la  forme 

P  étant  un  polynôme  en  Zo,  . . .,  Z^;  ^  , ,  . . .,  Y„;  X,,  . . .,  X„;  ■r„,_^„, 

-"0)   "i  • 

Si  l'on  veut  que  F  soit  invariant,  il  faut  que  DP  soit  nul.  Mais 
les  Z,  Y,  X  étant  invariants,  DP  se  réduit  k  z^-r--  Donc  P  est  indé- 
pendant  de  z^,  ce  qui  démontre  notre  proposition. 
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Sur  Les  équations  aux  dcrivée.s  /mrtielles  du   type 
parabolique  (suite); 

Par  Maurice  GEVREY. 


CHAPITRE  IV. 

ÉQUATIONS   SINGULIÈRES. 

Etant  donnée  1  équation 

^    '  ôx-  dx         ây  •' 

nous  avons  supposé  jusqu'ici  (')  que,  dans  la  région  A  où  nous  l'envi- 
sagions, le  coefficient  h  gardait  un  signe  constant  sans  s'annuler  et 
restait  d'ailleurs  fini.  Etudions  mainlonant  le  cas  où  h  s'annule  dans  A 
le  long  d'une  ligne  L,  dont  nous  pourrons  préciser  plus  tard  la 
nature;  pour  le  moment,  supposons  que  L  n'admette  pas  de  tangente 
caractéristique,  à  moins  d'être  elle-même  caractéristique  :  nous 
aurons  donc  à  examiner  deux  genres  d'équations,  que  nous  appelons 
équations  singulières. 

(>3.  Réduction  a  lxe  iorme  canomqle.  —  D'après  ce  que  nous  venons 
de  dire,  il  y  a  deux  cas  à  envisager. 

I.  L  n'est  ni  caractéristique  ni  tangente  à  une  caractéristique.  — 

('  )  Voir,  pour  les  Chapitres  I,  II  et  III  (>;;  1  à  62),  le  Journal  de  Matliénia- 
U'/ues  de  igiS.  Le  lecteur  est  prié  de  se  reporter  à  ce  premier  Mémoire  pour 
les  notations  s'il  y  a  lieu  et,  d'une  façon  générale,  pour  tout  ce  qui  concerne 
les  paragraplies  \  à  62.  Voir  dans  l'Introduclion  p.  3i3  ce  qui  a  rapport  .tu\ 
Chapitres  IV  et  V. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  X. —  Fasc.  II,  lo'i-  ' '^ 
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Supposons  que  L  ne  soil  coupée  qu'en  un  puinlpar  les  caraclL'iislicjucs, 

cl  soit  X- =  ç  (y)  son  équation.  Nous  prenons  le  coefficient  /'  sous  la 

forme 

(")  b  =  -[u-oiy)V\Hr,y), 

on  supposant  loul  dahord  cpie  y>  soit  ii/i  ituitihrr  cntirr  ftasitij .  I.a 
fonction  B  ^ardc,  dans  la  région  .d  envisagée,  un  sii^ne  constant, 
qu'on  peut  toujours  choisir  positif.  Kn  prenant  une  nouvelle 
variable  r',  au  lieu  de  x,  l'équation  devient 


(Pz  fax' 
dx 


{X 9)''  B  — ^  H-  C5  -1-  /  =  o. 


Déterminons  la  fonction  ./'  de  ./•  et  dey  par  la  conditioi 
(?.r'y_  [.r  — o(.v)]''B(x,  v) 


dx  I  x'p 

et,  pour  cela,  posons 


\x^^WfV.dx   —\x  —  o\    -     /     /■-•\/ÏÏÏ 


o  +  i{x  —  9). y]  fit. 


Désignant  par  nh  l'intégrale  de  cette  formule,  il  nous  suffira  donc  (k 
prendre 


r' =  (^4~^)'"  V -?(,'■)]["!' (-^'-J 


)]'' 


cl  l'équation  f  E)  deviendra 


àx-  dy  dx  •' 

I^'liypotlièse  de  p  i-iilicr,  (jue  nous  avons  faite,  nesl  nu/lmicnt 
cssrnliclle.  Si,  d'une  inanière  générale,  nous  avions  écrit  A  sous  la 
forme 

i  =  ±  j.r  —  9(  y)i='  n(.r.  r)  (a  poslllf  (|iielcnii(|iio), 

le  signe  ±  signiiiaul  (|ue  A  peut  ou   non   clianger  de  signe  (piand  on 
traverse  la  ligue  L  (mais  garde  un  signe  constant  d'un  même  côté), 
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nous  aurions  trouvé 


Mous  obtenons,  en  délliiitive,  x'  en  fonction  de  ./;  d'une  manière 
univoque.  La  transformation  fait  correspondre  à  L  une  portion  de  Oy, 
et  elle  est  même  biunwoque  pour  les  points  situés  suffisamment  près 
de  L  de  part  et  d'autre.  La  fonction  ©(j)  est  supposée  dérivable. 

En  supprimant  les  accents,  nous  avons  donc  réduit  l'équation  à  la 
forme 

/■rrx  <yz  dz  ôz 

^  Ox-  <)y  ôx  •' 

OU 

(i')  î5^±|x|='^-+-«^  +c^  +  /  =  o. 

ôx-       '         ôy  dx  •' 

Dans  tout  ce  qui  concerne  ce  ;?enre  d'équations  singulières,  nous  les 
envisagerons  sous  la  forme  {c).  Tout  ce  que  nous  dirons  du  cas  où  p 
est  pair  s'appliquera  sans  rnodi fi  cation.,  sauf  mention  expresse,  au 
cas  où,  dans  l'équation  (  i  '),  on  prend  le  signe  +  de  chaque  côté  de  Oy\ 
et  tout  ce  que  nous  dirons  du  cas  où  p  est  impair  s'appliquera  au  cas 
où,  dans  l'équation  (i'),  on  prend  le  signe  -+-  à  droite  de  Oy  et  le 
signe  —  à  gauche  ('). 

IL  L  est  caractéristique.  —  Dans  ce  cas,  nous  supposons  (pie  le 
coefficient  h  a  la  forme  (avec  £  =  db  i) 

/;  =  £/'' B(,r,j)  ou  /y  —  ±  I  i-|='B(a-,  t), 

et  un  changement  de  variable  analogue  à  celui  du  paragraphe  17  nous 
conduit  à  la  forme 

/-7T,\  d- z  ôz  ^ôz 


(')  Quand  /)  est  pair,  le  changement  de  variable  que  nous  a\ous  utilisé  au 
paragraphe  17  ne  peut  servir  ici,  car  il  n'est  pas  biuiiivoque,  et  il  introduit  un 
pôle  dans  les  coeflicienls. 
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OU  à  une  forme  analogue,  dans  laquelle  le  coefficient  de  -^  serait 
—  ly^j  avec  la  même  remarque  que  plus  haut  ('). 

Il  résulte  de  là  que  les  deux  types  les  plus  si/)iplrs.  len liant  dans 
les  formes  («L')  et  {^'),  sont 

-,         O^z  à:  ,-,-,        â-z  ùz 

^    '        ôx-  dy  ^    '       ôjc-  oy 


I.  —  Cas  où  la  ligne  singulière  n'est  pas  caractéristique. 
Nous  commençons  donc  par  TcHiide  do  l\''(|iiati()n  (^r). 

G-i.    Solution    fondamf,ntai.f..     —     Si    nous    posons    s  ^=  x*,    avec 
q  ^^  p+  •>,  Téquation  devient 

ô'z      (        :\i  Oz         i    ,)z  ^  ,     ^ 

équation  d'un  type  étudié  par  M.  Kepinsky  {Matlt.  Annaleri,  t.  I^XI), 
qui  a  envisagé 

0-  z        m  -h  1   Jz        n  dz 

(2)  -—H 5 r  =  o- 

(/s'  s       ()s        s  dy 

La  solution  iondainentalo  de  l'équation  (li)  est 

G,„  étant  l'intégrale  générale  de  l'équation  de  Bessel 
dr-Q        I  flfG       /        m--\„ 

c'est-à-dire  G,„  =  AJ,„ -+- BJ_„,,  la  lettre  J  désignant  la  fonction  de 
Bessel  classique,  en  supposant  m  ^  o. 

(')  La  iiolalion  z  n'a  pas  ici  le  même  sens  que  la  nolalion  ±  ,  car  nous  sup- 
posons (jue  £  ne  cliange  pas  quand  on  traverse  0:r  {voir  §69). 
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La  fonction  (3)  est  solution  de  (2)  en  .s,  y  et  de  l'adjointe  en  7,  yj; 
en  revenant  aux  variables  primitives,  on  aurait  une  solution  de  (e), 
mais  il  faudrait  diviser  par  ^''^'  pour  avoir  une  solution  de  l'adjointe. 

Ayant  ainsi  prévu  la  forme  de  la  solution,  nous  opérons  svntliéti- 
quement  en  posant 

V(t,r,;.r,r)=  '^ -e~rT^>\(6)  U  =  ^£ill^  1 , 

1  +  1  I        <i  {y  —  'fi)- 

et,  portant  dans  (f  ),  nous  trouvons  alors  que  I  vérilie  ré(|ualioii 

C'est  une  équation  qui  dérive  de  l'équation  de  Besscl,  et  dont  la  solu- 
té 
tion  est  de  la  forme  AI,(^0)  +  l!0    ''1    ,(6).  A  et  B  étant  des  constantes 

et  I,„  (0  )  désignant  la  fonction 

/^  _J,„(2<v/ë) 


'.<"=Ii^ 


\\m^k  +  ^)-        (,y5)" 


Nous  obtenons  donc  en  délinitive  comme  solutiun  fumluinenlali'^ 
imlable  dans  toitl  le  plan, 


U(ï. '0;  a;,  y)  =  e   '/''-'    ■'■'' 


1,(&)  +  B. 


-tI    ,(^) 


L     [y 


{y -ri) 


Appelons  U,  et  \].,  les  deux  fonctions  ainsi  introduites,  de  sorte 
que  U  =  AU,  -f-  BUo  :  U  est  solution  de  la  proposée  et  de  l'adjointe  : 
soit  en  x,y,  de 


en  ^,  ■/),  de 


d-Z  „6)J 

dx-      '     Or 


.)£■- 


.,   Ou 


Nous  allons  avoir  à  distinj,aier  deux  cas,  suivant  la  jjarilé  de/y.  Sup- 
posons tout  d'abord  que  p  soit  pair. 
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()0.    l<'(>iiMri.i-.   lONDAMi.NTAi.r,.  —  Le  coefficient  de  -^  ii^'lanl  jamais 

positif,  le  contour  portant  les  flonnées  a  la  même  disposition  que  les 
contours  (C),  envisagés  dans  l'/'IiKlf  de  ré(|uation  or  =  o  (premier 
Mémoire,  p.  '^07  et  §  1).  Si  ce  contour  est  tout  entier  d'un  même 
côté  de  Oy,  oh  est  ramené  évidemment  aux  problèmes  résolus  au 

KiS.  i5. 


Chapitre  II.  Mais  en  utilisant  la  solution  fondamentale  U,  le  résultat 
auquel  nous  parviendrons  sera  indépendant  dr  la  situation  de  (C). 
En  opérant  comme  il  a  été  dit  au  paragraphe   I,  nous  trouvons 
{fig.  i;i)  par  la  formule  de  Riemann  (ou  de  Green) 


Al',  '^M;  A,A,M',  ^ 


Oc 


fin. 


Pour  évaluer  la  limite  du  premier  membre  quand  la  caractéristique 
M'  M',,  d'ordonnée  y  —  z,  tend  vers  M,M^,  c'est-à-dire  quand  i  tend 
vers  zéro,  nous  utiliserons  la  valeur  asymptatique  de  l„, (0),  cpii  est 


!,„(( 


„2v/t) 


/—  2  m  ^   1 


(9>o). 


Si  nous  posons^  =  -ir,  donc  ///=-  =  — .  nous  avons  sur  M',  M'^ 


[^T 


1,  (0)- 


{o.r)      '■ 


I  ■•?r 


D'où  la  valeur  asym|)toti<pie  du  premier  terme  l   ,  de  la  solution  l'on- 


EQUATIONS    AUX     DKRIVEKS     PARTIELLES    DU    TYPE     l'\HA  ROLfQl  E .  III 

damenlale 


L 


n/^ 


Si  nous  supposons  I'  entre  M,  el  M.,,  tous  les  éléuients  de  Tinlé- 
grale  envisagée  tendent  vers  zéro,  sauf  au  voisinage  des  points 
P  (x,y)  etP'(  —  x,y),  du  moins  si  ce  dernier  point  est  entre  M, 
et  M„.  Suivant  un  raisonnement  classique,  que  nous  ne  reproduirons 

pas,  la   partie   de  l'intégrale    /        qui  contient  L,    aura  donc    pour 

limite,  en  ce  qui  concerne  le  point  P  (en  supposant ./;  >  o  ), 


z{x,y)\im   f        î — —e       '''-    ?'('■-"</;. 

Si  nous  posons  E'  =:  ir/-t-  2i\,/il,  l'intégrale  précédente  devient 

h  étant  choisi  de  telle  sorte  que  -  soit  aussi  voisin  de  un  qu'on  le  veut. 

Quand  t  tend  vers  zéro,  les  limites  d'intégration  deviennent  —  ac 
et  -f-  ce,  et  nous  obtenons,  au  total. 

en  1^     A(2/-)      ''z{j;.y).  en  P'     — A(2/)      '' z{— x,  y). 

Un  calcul  tout  à  fait  analogue  nous  donnerait,  pour  la  partie  conte- 

nant  LU,  une  limite  égale  à  B(2r)     '  \z(x,  y)  -^  :■(—  ^,  y)\- 
Si  donc  nous  prenons 

nous  obtenons  en  dclinitive  lafonnuicfundaincitlah' 
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valable  quand  l'  est  entre  M,  cl  \L,  c'est-à-dire  à  rinlériour  de  S  ('), 
(C,)  désignant  la  partie  de  (C)  située  au-dessous  de  la  caractéristique 
d'ordonnée  y.  Si  le  contour  était  situé  d'un  même  côté  de  O^,  il  suffi- 
rait de  prendre  un  seul  des  termes  de  la  solution  fondamentale,  cm 
ayant  soin  de  doubler  son  coefficienl;  dans  ce  cas,  comme  dans  le  pré- 
cédenl,  il  peut  se  faire  qu'une  partie  de(C)soit  formée  par  un  segment 
de  Oy.  Mais,  en  définitive,  la  formule  est  valable  (juel  ([ue  soit(C), 
satisfaisant  aux  mômes  conditions  que  dans  le  paragraphe  1. 

Si  nous  avions  supposé  P  sur  le  contour  même,  nous  aurions  trouvé 

la  même  formule,  au  facteur  -  près  dans  le  premier  membre,  à  la  con- 
dition toutefois  de  faire  sur  l'arc  contenant  P  l'hypothèse  (3)  (§  1). 
D'ailleurs,  si  nous  faisons  sur  la  fonction  X  (/)  les  mêmes  hypo- 
thèses que  dans  le  paragraphe  1  et  si,  en  posant  V(H,  v];  ^,  v)  =  -^' 
nous  envisageons  les  intégrales 

-\=3  f    U[X(o),  ïi;  x,y]o{-(])d-ft.  ^  =  f    V[X(-r,),  ï)  ;  .r,  j] -^(vi)  fi^r,, 

nous  pouvons  établir  pour  ^  une  limitation  analogue  à  la  formule  (6) 
(i^  2)  et  ainsi  obtenir,  par  la  même  voie  que  dans  ce  paragraphe, 
Po  étant  un  point  de  l'arc  x  =  X(r),  la  formule  de  discontiintilr  {-) 

A+  B    1  +  1    ,,.,  , 
l,m(.^,,-■VJ=± 7      '?(l'o)- 

(')  Il  esl  niaiiifesle,  en  eft'el,  que  l'iiypollièse  x  >  o  faite  plus  liaul  n'a  servi 
qu'à  simplifier  les  notations.  Mais  nous  avons  supposé  I^'  dans  S  :  s'il  est  à  l'ex- 
térieur, il  n'y  a  pas  dans  le  calcul  de  terme  z{ — ^,  v),  et  le  résultat  esl  le  même. 
Si  P'  est  sur  (G),  les  termes  relatifs  à  P' n'ont  pas  les  valeurs  indiquées,  mais  tYs 
se  détruisent  à  cause  de  A  =  B.  Si  P  est  sur  0 v,  U,  =  o,  et  la  deuxième  inté- 
grale seule  intervient;  mais  comme,  surO/, -( — o:,/)  =  ;  (.r,  y  ),  le  résultat 
final  est  toujours  le  même.  Donc,  la  formule  est  valable  quel  que  soit  V  dans  S. 

d'^z  dz 

La  méthode  employée  est  d'ailleurs  applicable  à  l'équation  -r— ;  —  |  ,r  |*  -r--  =  o, 

non  seulement,  d'après  ce  que  nous  avons  déjà  dit  (§  63),  pour  y.>o,  mais 
encore  pour  — i  <  a  <  o,  c'est-à-dire  i  <  y  <C  2  (avec  discontinuité  de  la 
dérivée  seconde  sur  Oy).  Pour  — 2<ai — i,  un  examen  spécial  serait 
nécessaire. 

(■-)  Si  Po  est  sur  Oy,  il  faut  supposer  .\  =  B  dans  la  forinuli:;  celle-ci  convient 
donc  à  lous  les  cas  si  A  et  B  ont  les  valeurs  (/!)• 


ÉQUATIONS    AUX     nÉniVKES     PARTIELLES    nU    TYPE     PARAnOLIQUE.         I  I  3 

60.  Pi\oi!Li:MEs  \ij\  LLMiTES.  —  La  fonuLile  de  discoulinuilé  nous 
permet  d'obtenir  la  solution  prenant  des  valeurs  données  sur  un  con- 
tour (C)  coupant  ou  non  Oy.  Nous  ne  voulons  pas  reproduire  à  ce 
sujet  des  détails  de  calculs  analoj^ues  à  ceux  qu'on  rencontre  dans 
l'étude  de  l'équation  de  la  chaleur.  Indiquons  simplement  la  marche, 
qui  est  d'ailleurs  tout  à  fait  semblable  à  celle  dont  nous  avons  parlé 
dans  le  premier  Chapitre.  Désignant  toujours  par  <!»,,  '!>;,,  4>  les 
données  sur  A|B,,  AoB^^,  A,yV.j,  el  supposant  A,Ao  sui'  ().r,  nous 
tonnerons  tout  d'abord  la  fonction 

'={■'-,  y)  =j      l'(:.  o;  .r.  y)^„{i)cil 

les  notations  ayant  la  même  signification  qu'an  paragraphe  ii  et  les 
constantes  de  U  ayant  les  valeurs  ('\).  Puis,  nous  poserons 

z  —  ~z=j     \  [\,(r/).  r/;  A-,  y]  o,(-n)  dr)  +  j^    \[X,{-n). -n;  ■<;  y  \o.,{ri)  drr, 

:■  prend  les  valeurs  données  sur  A,  Ao  :  nous  avons  donc  à  écrire  que  : 
se  réduit  à  tT>,(>')  sur  A,B,,  ce  (pii  nous  donnera  un  système  d'équations 
intégrales  de  deuxième  espèce  (' ).  Les  autres  problèmes  aux  limites 
se  traitent  comme  nous  avons  dit  au  paragraphe  5  :  d'une  manière 
générale,  on  exprime  g  |)ai'  une  sfimme  d'intégrales  ->„  et  -"»  ('■). 

Utiicilè.  —  Si  nous  posons  r  =  //(/-  —  .<;- ),   l'équation  {r)  devient 

Si  /estsuffisamment  grand,  nous  sommes  donc  dans  les  conditions 

(')  Du  type  de  V'^olterka  [Le  contour  satisfaisant  à  la  condition  (T),  §  3  |. 
(-)  Si  l'arc  A,  B|.par  exemple,  est  constitué  entièrement  par  une  portion  de  (J  i', 
on  utilisera  des  iiilégrales  de  la  loiiiie 

/      î pe    '/'M-v  jj(.^),/y,,  /     _ ± _e    ■'■>■■'■ '9  (Y,) '/-fl- 

tout  à  fait  analogues  aux  intégrales  -■)„  el  ■"*  ilu  para^^raplie  2,  pour  le^iiuelle^ 
(/  ^=  * >  (en  supposant  AM  sur  Oy). 

Journ.  Ue  Mutk.  (0*  série),  tome  \.  —  Kdsc.  11,  Ial^.  ^^ 
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envisagées  au  paragiapho  18  (  *•<;  o)  et  par  suite  //  ne  peut  admettre  ni 
maximum  positif,  ni  minimum  négatif,  propre  ou  impinpie,  relative- 
ment aux  valeurs  prises  en  tout  point  d'ordonnée  intérieure  ou 
égale.  De  là  résulte,  par  le  raisonnement  habituel,  l'unicilé  d'une 
solution  de  l'équation  (e),  ou  même  {e,),  prenant  des  valeurs  données 
sur  un  contour  Z  continu  simple,  formant  avec  toute  caractéristique 
t]ui  le  coupe  un  ou  plusieurs  contours  fermés  ;  la  solution  est  supposée 
régulière  à  l'intérieur  du  contour  ainsi  formé  et  continue  sur  £. 
D'ailleurs,  ce  que  nous  venons  de  dire  est  vrai  pour  toute  é(|uation  (  K) 
(p.  loj)  si  Z*2o  et  cSo  {cf.  Picard,  Analysr,  t.  Il,  ]).  3"i.  2^  éd.). 

Dès  lors,  P  étant  un  point  intérieur  au  contour  z.  si  M  est  le  maxi- 
mum d'une  solution  :;  de  e,  sur  la  partie  de  Z  située  au-dessous 
de  la  caractéristique  passant  par  P,  on  a  sûrement  z,.  ]  M.  Si,  en  eflel, 
dans  l'hypothèse  contraire,  on  avaitZp=  M,  >  M,  sur  tout  rayon  vecteur 
issu  de  P  il  existerait  au  moins  un  point  où  ^  =^  N,  avec  M  <;  N  <  M ,  : 
et  le  lieu  de  ce  point  serait  un  contour  £',  sur  lequel  -  serait  constant, 
ce  qui  est  impossible,  puisque  la  seule  solution  de  [r  >  réalisant  ce  l'ail 
est  la  constante  N.  Ceci  montre  l'impossibilité  d'un  maximum  proprf 
relativement  aux  points  d'ordonnée  inférieure  ou  égale. 

Le  théorème  du  paragraphe  2»  sur  les  séries  des  solutions  est  donc 
vrai  pour  l'équation  {e),  d'après  les  considérations  précédentes. 

G7.  La  fonction  Z,  soution  de  i.'kouation  (r,) — La  fniMiule  fon- 
damentale relative  à  l'équation 

ne  dinère  de  la  formule  (o)  que  par  la  présence,  dans  le  second 
membre,  de  l'intégrale  double  (S_,.  désignant  le  domaine  M,  A,  y\oM.j) 

(]eci  nous  conduit  à  supposer  que  celle  intégrale,  où  les  cons- 
tantes .'\  et  B  de  U  ont  toujours  les  valeurs  (4),  est  solution  de  l'équa- 
tion (f,  ).  La  méthode  à  suivre  pour  le  démontrer  serait  analogue  à  celle 
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qui    a   été   utilisée   pour   l'équalion  de  la  chaleur.    Nous  allons  loul 
d'abord  monlrcr  rexislencc  de  l'iiiléj^rale  Z  cl  de  riuléf^ralc 

Supposons,  [lour  lixer  les  idées,  x  >  o  el  envisageons  Tinlégr-ale  (en 
supprimant  l'indice  S,)   /   /  |  U,| '/:'//].  Or,  on  peut  écrire  (' ) 

Donc  (en  posant  toujours  y  =  2/-), 


f  f\VAdi>/r.<(lK)fp 


-Il  ri' 


V/J  -ri  ..  r-7- 

I  J";  1 

intégrale  quia  parfaitement  un  sens,  si  ;  ne  peut  s'annuler,  cesl-à-dire 
si  Taire  envisagée  n'est  pas  traversée  par  O)'.  Dans  le  cas  où  ç  peut 
s'annuler,  remarquons  que  nous  pouvons  écrire 

pourvu   iiuc  (')  a  £  7  (  1  H —  )  =  -^  h •   D'où 

I  *       ^  -^      -  -I  V         '•  '        i        M/ 


f  f\l\\efidri<(K)  f  f      ''     '"""'    '" I  ^;  I'-"''  rf;  dr,. 

JNous  pouvons  prendre  (_ puisque  7  =  2) 

I              -  I             ,       .    ,.  I               " 

—  <;2  3!;— )          c  esl-a-dire  —<i7.y.^ 


n 


(')  Ceci  résulte  de  la  valeur  a>yniptolique  de  !„,.  La  nolalion  (K)  désigne 
lout  coefficient  numérique  fini  :  voir  !^  2,  note  ('). 

(^)  Car  3t  sera  alors  inférieur  à  l'exposant  de  0  dau--  le  dénomiii.iteur  ilf  la 
valeur  asymptotique  de  Ii  =  1 1  . 
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et  alois  Tcxposanl  de  (y  —  yj)  sera  inférieur  à  w/m-I  I  e\|iosant  de  |.r;| 
sera  posilif  ou  nul. 

Donc,  rinléyrale  a  un  sens  cl,  i|uan(l   ./■  tend  vers  zéro,  elle  liMid 
vers  zéro.   Si  nous  prenons  a=  —  ^;;  -,  le  chan":cnienl  de  variable 

V  ■?.!■(]  ^ 

■if —  I  ;  1'':=  2  II \y  —  -^  nionlie  aisénienl  (|ue  rinléi;rale  esl  <C  (K  )y'' 
quel  que  soilf. 

Quanta  /  /  |  U^  | '/;'-/rj,  uu  raisonncnieiiL  louLà  l'ail  analogue  nous 
donne  les  mêmes  conclusions. 

Etudions  mainlenanl  Tinlégrale   /   /   K— '    rf:»^//,.  Remarquanl  que 

— JE—  =l,„+i('J),  nous  avons 


—  se  décompose  donc  en  trois  termes  :  voyons  le  premier.  On  se  rend 
compte  aisément  que  rintégralc 

.1  =  f  f ' ;-  e    VV=V  ^  1 ,  f/:  dn 

(J— -l) 

a  un  sens  si  ./■  et  i  ne  s'aniiulenl  pas.  Pour  élucider  le  cas  où  ils 
peuvent  s'annuler,  envisageons  tout  d'abord  la  partie  de  Taire  située 
à  droite  de  0/  (en  supposant  .f  >  o)  et  parlagcons-la  en  deux 
régions  I  et  2  par  la  verticale  d'abscisse  -ix.  Dans  la  bande  I 
qui  contient  P(.r,  y),  nous  avons  of-lia,^  et  la  formule  (5),  avec 

a  =  — ,  nous  permet  d'écrire  notre  intégrale 

J,^.J'J'(^5^J. ^''"^^^^  c' '''■"-'' \,d-dr><{K)ff''  J^  J"r/g^r,. 

'    ''     (y-n)^''  '' 

Kn    [losanL    ;''  =  .//-)- /y  y  y  —  "/]    pour    a;2^^2,y,    nous    obtenons 

,                     ,  ,     .     /■'     "^^       r"             C-'  di 
une  intégrale  comparabC  a    /      ,  /     r»   qui    a 

Kx'- +  l<i  \! y  —  fi) 
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un  sens,  niênic  si  j:  Lund  vers  zéro.  D'aulre  pari,  dans  la  partie 
de  la  région  I  où  Ton  a  o<E;5x-,  Tinégalilé  facile  à  vérifier 
{ix  —  \)''  —  x''ici''  —  i)(x''  —\'')  nous  permet  d'obtenir  une  inté- 
grale de  comparaison  analogue  à  la  précédente. 

Pour  la  région  i  restante,  dans  laquelle  ;i;2./;,  nous   avons,  en 
prenant  a  =  o,  une  intégrale  dont  le  module  est  plus  petit  que 

^^^i  i  '-^^e~'r-y-'>^d:df,<(K)  j' j  - 


\-r  - 


avec  X  =  i  —  2''',  puisque  \^ix.  Or,  celte  intégrale  a  un  sens. 

On  opérerait  de  même  pour  la  région  située  à  gauche  de  Qy. 

Donc,  l'intégrale  .1  a  un  sens,  même  quand  x  tend  vers  zéro: 
quand  ^  tend  vers  zéro,  on  établit  sans  peine  qu'elle  est  infiniment 
petite  d'ordre  -•  Il  est  facile  également  de  voir  que  cette  intégrale  est 
continue  pour  x  =  o  :  il  suffit,  pour  s'en  convaincre,  de  partager  l'aire 
en  deux  parties  par  une  caractéristique  voisine  de  M,  M^:  l'intégrale 
relative  à  la  partie  inférieure  est  évidemment  continue  pour  ./•  :=  o 
et  l'autre,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  peut  être  rendue  aussi 
petite  qu'on  le  veut,  ce  qui  suffit  à  établir  la  continuité. 

Les  mêmes  conclusions  s'appliquent  aux  deux  autres  termes  de  la 
dérivée  -— ^;  il  est  inutile  de  reproduire  ici  des  calculs  analogues  aux 
précédents. 

Quanta  liiilégrale  /  /  —r-^  U^/çf/rj,  son  élude  ne  présente  aucune 
difliculté.  Xous  obtenons  en  définitive  des  intégrales  qui  sont  des 
fonctions  continues  de  j?,  y  :  leurs  valeurs  pour  x  =  o  sont 


Z(o.  v)  =  B---2 /  /  ! -e  ''">-'-/a,-n)d;dr„ 


M'^^j  '(v-r;)     '' 

Les  dérivées  -r-^,  —  ne  peuvent  se  calculer  par  la  règle  de  Leibniz  : 
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Ii's  niêini's  rnisaniirmciils  i|iir  rlaiis  le  cas  de  FtWiualion  do  la  clialeiir 
s'appliquent  ici,  avec  celle  difTéiencc  ccpciidanl  (juc  les  poinls 
V{x,y)  et  P'(— a7,y)  jouent  le  même  rôle.  Dans  les  conditions 
d'existence  de  ces  dérivées,  relatives  à  /'  (x,  y),  s'introduiront  les 
courbes  c  ayant  pour  équation  :  (|  ç  l*"—  | ./; |')'-  =  X (j^  —  Y))  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  les  paraboles  envisagées  aux  paragraphes  8  et  î), 
car  si  les  conditions  (A)  sont  supposées  réalisées  pour  les  paraboles, 
elles  le  sont  pour  les  courbes  c,  et  réciproquement.  Nous  obtiendrons 
donc  les  mêmes  conditions  d'existence,  mais  relatives  à  la  fois  aux 
points  P  el  P'. 

En   décomposant  l'intégrale   Z   en   deux   aiilrcs  Z,  cl  Zj,  corres- 
pondant à  U,  et  U^  (  Z  =  Z,  -+-  Z.,),  nous  Irouverons  alors 

^-'■"^=A<7"^17(.r.y)-/(-.r.j)]. 

S  ~ •'"'  '"^'  ""  B^'^n/C^- .'-)  +  /(- •^•-  y)V- 

doù,  en  prenant  pour  A  et  13  les  valeurs  (4  )  et  addilionnaiil. 

Nous  avons  vu  plus  haut  nue  les  limitations  de  Z  et  ---^  étaient  res- 
2  1 

pectivement  de  l'oidre  de  j)'''' ety' .  Nous  possédons  par  suite  Ions  les 
éléments  pour  former  une /o«c^/o/«  rfe  Gre^'/;,  et  appliquer  aux  équa- 
tions 

d'z  <)z  ()z  .  ô-z  ûz        .(  ,)z\ 

la  méthode  des  approvimations  successives.  Les  théorèmes  relatifs 
nn\  séries  de  solalioiis  el  ses  applications  aux  con/ni/rs  pi-èscnlanl 
(les  singulafitès  (ï;  ^16  el  26)  subsislenl  ici  sans  modiliralions. 

(i8.     iVlTDK,    DU     CAS    M     p     ISI     I.Ml'Ali;     :      l'I'.IIIII.KMI,    l)i:     IWCCOliDKMK.NT.     

Les  formules  obtenues  jusipiici  en  supposant  p  pair  sont  vraies  éga- 
lement, fjiuinfl p  est  impair,  pour  un  contour  (C)  situé  d'///^  même 
côté  de  Oy  et  pouvaiil  même  comprendre  une  portion  de  cette  droite  : 
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si  (C)  est  à  droite  de  O7,  il  devra  être  ouvert  vers  le  haut,  et  vers  le 
bas  au  contraire  s'il  est  à  gauche.  Pour  un  contour  coupant  Oy,  il  se 
pose  un  problème  d'un  genre  tout  à  fait  spécial,  et  que  nous  appelons 
le  problème  du  raccordement. 

Envisageons  le  contour  de  la  ligure  iG  :  nous  pouvons  le  considérer 


romine  résultant  de  la  juxtaposition  des  contours  jkABR  etj''A'iJ'lî', 
à  l'intérieur  desquels  une  solution  de  l'équation  (^')  est  déterminée  par 
li^s  valeurs  quelle  prend  au  bord.  Pour  ((ue  deux  solutions  z  et  :;' 
relatives  à  ces  deux  contours  constituent  une  scutr  et  même  .solution 
régulière,  il  faudra  que  les  valeurs  de  ;.  :;  et  de  leurs  dérivées  pre- 
mières se  raccordent  sur  la  portion  A  A'  de  l'axe  des  y,  commune  aux 
deux  contours. 

Le  problème  consiste  donc  à  déterminer  le.s  valeur.^  que  doit 
prendre  z  sur  AA'  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  et  cela  en  fonction  des 
valeurs  données  sur  ABC,  A'B'C.  Si  nous  connaissons,  de  plus,  les 
valeurs  de  :;  et  z'  sur  CR  et  A' y,  C'R'  et  Xy'  —  ces  valeurs  formant 
un  prolongement  continu  des  précédentes  à  partir  des  points  C  et  A', 
Cet  A  —,  nous  pourrons  ainsi  construire  une  solution  régidière  à 
l'intérieur  d'une  bande  ouverte  dans  les  deux  sens. 

Une  première  méthode  pour  arriver  à  ce  résultat  cousistorail  à 
opérer  de  la  façon  suivante  :  a  et  a  étant  les  ordonnées  de  \  et  A',  la 
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formule  fondameulale  appli(|Ut'e  au  conlouf  l*AH\  et  au  point  1*  nous 
cloiine  (en  posant  toujours  q  —  p  -}-  ■>.) 

II.,  ilésitJ-nanl  la  fonction 


(6')  ,/,(:,  ry;,r)= r^   •/'..—.,,_ 

'     ky—fi)     'i 

Si  l'on  peut  éliniinerles  valeurs  de  -7^  sur  BC,  on  formera  une  relation 
entre  r  (o,  y)  et  ^(o,  Y)-  Opérantde  même  pourle  ronlour  PA'B'N', 
on  trouvera  une  deuxième  relation  entre  ;'(o,  >-)  et  -r^  (<)..}').  Identi- 
liant  les  valeurs  de  r(o,/)  et  z\o,y),  on  aura  une  relation  vériiîée 
par  la  valeur  commune  de  ^  (o,  r)  et  -7^(0,  y).    Mais,    comme    il 

1     •  •         '  I  I  1     '^^        '■'^'  Il 

lauf  rail  ensuite  s  assurer  du  racconlement  de  -r-  et  -r—^  nous  allons 

ôy        a  Y 

opérer  un   peu    difrérenimenl   en   réalisant   tout  d'ahord    le  riirruf- 

demcnl  des  deux  dérhèox  de  ;  et  z' .  lùivisageons  la  fonction 


(7)  ",(i',r,; /) 


(,v-r,)      '/ 


formée  en  d(''rivant  I J,  par  rap|)ort  à  x  et  faisant. f  =  o.  C'est  une  solu- 
tion de  l'éipialion  adjointe  et  nous  pouvons  appli(|iier  la  forinnlf  de 
lîiemann  au  doinaine/>AI>//  :  il  vient 

(S)  '      •"    '••   -   '-—  •      •"-■•■•   --'-.■  \       n      ' 


I     i'i    -ii^z  (/;  —  I    l'i--  ii^z  di+  i 


{y—n)     'I 


C"  -     ,         ,-      (     àz         OiiA  , 
+  /      :''  -^  ",  ;  'h  -\-i«,—  ~z—]  r/r,, 

y  étant  rordonnée  île   P\,  y  —  i  celle  de  p/i.    l  11e  intégration  par 
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parties  nous  donne 


(8') 


'Il 

/       771  =  ''   L        -'//       - 

./«  (v  —  r,)       '/  [_(v- Y,)'/J„  -^  ■'  {y 


iy-r,) 


-^:êio,-n) 


■nyi 


Remarquons  que  nous  pouvons  toujours  supposer  les  valeurs  z(o,  a) 
el  ::(o,  a'),  c'est-à-dire  r^  et  z^,  nulles  :  il  suffit  pour  cela  de  prendre 
comme  fonction  inconnue,  au  lieu  de  z  elle-même,  la  fonction  ::  —  "(, 
"C  étant  la  fonction  linéaire  eny,  solution  de  {c), 


K^=.K  + 


lF3v[j 


'7(7—'). 


Si,  maintenant,  nous  faisons  tendre  £  vers  zéro,  il  n'y  a  aucune 
difficulté  à  calculer  la  limite  de  la  dernière  intégrale  de  la  formule  (8'); 
d'autre  part,  les  parties  infinies  se  détruisent  et  il  vient 


(9) 


do. 


■j,,     (v  —  -n  )•! 

Il  est  facile  d'obtenir  une  formule  ne  contenant   pas  les  valeurs 
de  -f-  sur  BN.  En  effet,  on  peut  déterminer  ois,  y)  telle  que  la  fonction 


dx 


"■(ç.r,;j)=  j     '-^[l,Tr.,\{s),s}o{s.y)ds, 


solution  de  l'équation  adjointe  nulle  sur  P\  el  sur  AP,  [)renne  sur  BN 
la  même  valeur  que  u^  :  il  suffit  de  résoudre  une  équation  intégrale 
(voir%  66).  Par  suite,  en  utilisant  dans  les  calculs  précédents  la  fonc- 
tion u,  —  n-  an  lieu  de  u,,  on  trouve  une  relation  de  la  forme 


(.0) 


''■''i^0- 


-'f: 


du 


(o.r,) 


■  dfi 


-L 


'■  ()iV 


{y-oy 

Journ.  de  Malh.  (6"  série),  tome  \. 


(o,  "o;  y)  -(o,rj)  df\  -f-F(  >•), 
i6 


ai 
-  Fasc.  Il,  I9i4- 
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F(^')  étant  une  fonction  connue,  lenfei  niant  les  données  sur  ABC. 
Une  méthode  toute  semblable  appliquée  au  contour  AA'B'C  nous 
donne  une  relation  analogue  : 

(-')    ^''{^'^(^'^^ 

=  7/      ' '  d7,''''' '^^ '^'^' ~  I     -;}7("-"'>;j)-(o,  r,)i/r, -i-F,(j). 

Les  valeurs  des  deux  dérivées  premières  de  :;  cl  :;  devant  coïncider 
sarOy,  les  premiers  membres  des  formules  (10)  et  (10')  sont  idcn- 
tiqucs  et,  en  égalant  les  seconds  membres  et  posant 


—  {o.s\  Y)  as  pou I-  r,  <  y 

-—y-(o,s:y)cls  pour  O^f 


il  vient  facilement,  après  une  intégration  [)ar  parties, 

(■')     j     p(.v,-0)+ ' ;      9(-/i)r/r,  =a.(v)  ^(r,)  =r  ^{o,  r,)j, 

"      L  (/-■'î)''J 

<I>  étant  une  fonction  connue  (q^^  =^V —  F,).  Cette  équation  est  une 
équation  de  Fredholm  de  première  espèce  :  la  partie  4  du  noyau  est 
continue  quand  j'  et  r^  appartiennent  à  l'intervalle  (a,  a')  et  la  partie 
infinie  change  de  signe  quand  r^  traverse  la  valeur  j^.  Quant  à  $,  si 
nous  voulons  que  cette  fonction  soit  continue  aux  bornes,  il  faudra 

supposer  que  -r^  et  -^  existent  en  A  et  A',  afin  qu'une  intégration  par 

parties    permette  de  faire  disparaître  le  pôle  qui  s'introduit   pour 

y  =  a  et  y  =  a'  dans  les  intégrales   /     [formule  (8)J  et  /     • 

"^A  -A' 

Si  l'équation  (ri)  admet  une  solution,  nous  en  déduirons  aisément 
la  valeur  commune  de  V-  et  —^  sur  Ov  par  Tune  ou  l'autre  des  équa- 

à.r         <).r  -^     '  T 

tions  (10)  et  (10);  quant  à  z,  on  l'obtiendra  par  une  intégration  en 
écrivant  que  cette  fonction  s'annule  en  A.  et  elle  s'annulera  alors  cer- 
nement  en  A'  :  ceci  résultera  de  la  comparaison  des  équations  utilisées. 
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Mais  il  nous  fau  t  mon  Ivev  (jne  le  noyau  de  l,'c<iit(Uioit.  (  i  i  )  est  ferme. 
Si,  en  efl'et,  il  n'en  était  pas  ainsi,  l'i'quation  intégrale  sans  second 
membre  admettrait  une  solution  continue  non  nulle;  il  existerait  donc 
une  solution  ^o,  régulière  à  l'intérieur  du  contour  fermé  ABGA'B'C'A, 

/iw//t'sur  ABCet  A'B'C.  Si  l'on  suppose  BC  et  B'C  tels  que  -^existe 

'  '  '         ().r 

sur  ces  arcs  [ce  qui  aura  lieu  s'ils  satisfont  à  la  condition  (F)  §  5, 
z„  s'annulaut  sur  eux  |,  on  peut  écrire,  pour  le  domaine  envisagé, 

Les  trois  termes  que  nous  venons  d'écrire,  étant  négatifs  ou  nuls,  doivent 
par  conséquent  s'évanouir.  Donc— ^^o  dans  le  domaine,  r»  =  o  sur  le 

bord,  et  par  suite  :;„^^o.  Le  noyau  est  donc  bien  ferme. 

En  appliquant  le  raisonnement  au  cas  où  les  courbes  BC,  B'C  s'éloi- 
gnent à  l'infini,  on  verrait  également  que  le  noyau  simple est 

(  1'  -  ■^  )'' 
ferme.  D'ailleurs,  pour  démontrer  ce  point,  il  suffirait  d'utiliser  la  for- 
mule (9)  et  la  formule  analogue  pour  A  A' B'C,  sans  calculer  la  fonc- 
tion tv.  De  même  la  formule  ((i)  montrerait  que  le  noyau  j 

|7-ri|'"'7 
est  aussi  fermé.  D'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut  [§  05,  équa- 
tion (i')  et  p.  I  12  eu  note],  nous  pouvons  donc  énoncer  le  résultat  sui- 
vant :  les  /loyaux  de  la  forme — -  (o  <^  A  <;  i,   £  =  zh  1),  où  t 

peut  ou  non  changer  de  signe  pourj^  =  f]^  sont  des  noyaux  fermés 
(pour  A  =  -,  il  faudrait  utiliser  l'équation  0:  =  o  et  son  adjointe). 

Le  théorème  de  M.  Picard  donne  la  condition  de  résolution  de 
l'équation  (11):  il  y  aurait  là  sans  doute  un  point  à  approfondir. 

L'étude  du  raccordement  pour  l'équation  <e,)  à  second  membre 
est  tout  à  fait  analogue  :  la  fonction  «!>  seule  a  changé. 

On  peut  également  se  proposer  de  résoudre  le  problème  du  raccor- 
dement pour  un  contour /e/7«t;  coupant  O^'.  Si  AB  ou  A'B'  se  ré- 
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duisenl  à  un  point,  un  examen  spécial  est  nécessaire  :  il  conviendrait 
d'envisager  des  séries  de  solutions  comme  au  paraji;raphe  2i>. 

II.  —  Cas  où  la  ligne  singulière  est  caractéristique. 

Nous  allons  donner  (pielcpies  indicali(jns  sommaires  sur  les  équa- 
tions (lu  type  (t')  indi(|m''  dans  le  pai'a^raphc  (».">. 

(Jî).  Soi.irnoN  lo.NDAMicM.vi.i:.  —  l^ivisageons  tout  d'abord  l'équa- 
tion (r),  p.  iiuS;  le  cliangement  de  variable /'=  - — _  .",^,,1  ramène 
cette  équation  à  la  forme  cz  =  o,  pour  />  7^  1 . 

La  solution  fondamentale  est  donc 


(  /'  -  '  M  .' 


U(t,  rr,  X, y)- 


V   ni' 


Dans  le  cas  où  />  =  i,  celte  solution  est 


.^(.,tj\  "Ci, 


L'introduction  du  nombre  £  =:  rh  1  a  ici  une  'grande  importance  : 
envisageons,  en  effet,  le  cas  de  /'  =  1 ,  par  exemple,  et  soient  les  équa- 
tions 

)•  ô.r-        ()y  y  il.v        ây 

(K)nl  la  seconde  est  l'adjointe  de  la  première.  Pour  ré(]uation  rf  =;  o, 
le  contour  portant  les  données  doit  êlre  ouvcit  7'ci-s  le  liant  s'il  est 
au-dessus  de  Oy,  vers  le  bas  s'il  est  au-dessous;  c'est  l'inverse  qui  a 
lieu  pour  l'équation  .f,  =  o,  de  sorte  qu'on  peut  se  proposer  de  calculer 
une  solution  de  î,  =  o  de  part  et  d'autre  de  O.r,  le  contour  total 
portant  les  données  ('.tant  fermé  et  coupant  Ox. 

Examinons  tout  d'abord  l'équation  î(-)  —  o  et  proposons-nous  de 
voir  ce  qui  se  passe  quand  le  contour  (C)  est  limité  inférieurement 
par  Ox.  Si  nous  envisageons  les  équations  §^=0  et  §^  =  o,  \i\  formule 
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fondamcnlale  est  ici,  pour  un  point  intérieur  (//:,'.  17), 


1  \Jt.^ 


(-l'.J 


4(^0"»'^'[-^^(|-f7|)?]' 


(C)  étant  un  contour  limité  inférieurement  par  une  caractéristique 
A',  A!,  voisine  de  Ox-  et  d'ordonnée  |3,  et  (C^)  la  partie  de  ce  contour 
située  au-dessous  de  la  caractéristique  d'ordonnée  y. 

Si  p  tend  vers  zéro,  l'ensemble  des  intégrales  qui  figurent  dans  le 


l'ig. 

'7- 

.-( 

p 

r.y) 

\ 

■ 

'"  i 

.y 

'/ 

second  membre  conserve  un  sens,  mais  l'intégrale  relative  a  A', A^ 
tendt)ers  zéro.  Ceci  suppose,  il  est  vrai,  que  -^  existe  sur  le  contour. 
Mais  nous  pouvons  choisir  un  contour  intérieur  à  (C)  et  sur  lequel 
^  existera,  par  exemple  un  contour  rectangulaire  m^a^a.ni.^  conte- 
nant le  point  P,  si  P  est  suffisamment  voisin  de  Ox\  cependant,  j^ 
peut  admettre  une  discontinuité  en  a,  et  a.,,  mais  l'ensemble  des  inté- 
grales portant  sur  — ^  doit  avoir  un  sens,  car  toutes  les  autres  quantités 

qui  figurent  dans  la  formule  ont  une  limite  quand  fl  tend  vers  zéro. 

On  pourrait  d'ailleurs,  en.foirnant  Va  fonction  de  Green,  faire  dispa- 
raître les  termes  en  -r^;   mais,  pour  ne  pas  allonger-  cet  exposé,  nous 

allons  supposer  que  ^  existe  en  «,  et  a.,  :  disons  Mnq)lcnient  cpie 
cette  hypothèse  71'est  rii/ne//ient  i//dis/ie/isa/>/e  (\niv  \>.  ii>(ien  note). 
Posons  alors :;  =  z'  +  z„]z  sera  nul  en  </,  eta.  (d'absrisscs  x,  e.lx.,), 
si  :;„  désigne  la  fonction  linéaire  en  x,  solution  de  l'écpiation  {e'),  et 
coïncidant  avec  les  données  en  a,  et  a..  Nous  trouvons  alors,  en  déri- 
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vaiil  la  foiiiiiile  foiulaiiienlale  a])]ili(|ii(''e  à  z'  cl  au  coiilour  m  ^  a,  a.^/ii-^, 


(12)       1 


-+-  une  aulre  intégrale  relative  à  a.,»/.,. 


Si  l'on  suppose  -^  continue  en  a,  sur  a, /n,,  on  peut  prcnclfe  j'assez 

petit  pour  que  -7-:(j^"i,>')  =  y^(x-,,  o)  +  v,  avec  |  '^|  <;  £.  Substituons 
flans  (12)  et  remarquons  qu'un  changement  de  variable  immédiat 
nous  donne 


{(si 


n 


dl 


l    n-l 


(J7  — X,)-"-' 

On  déduit  de  là  (ici  //  =  1,2)  que  les  intégrales  portant  sur  z  et  » 

ont  une  limite  nulle  truand  v  tend  vers  zéro,  et  que  -r^  tend   vers 

-    -T^(.r,,o)+  V-^-^'-mo)    =  const.  à  rintérieur  de  a,  a.,:   z'(.v,o), 

fonction  linéaire  entre  a,  et  a^,  continue  cl  nulle  en  o,  cl  (i.^,  est  donc 
identiquement  nulle.  Par  suite  z  se  réduit  à  r„  sur  Ox  (  '  ). 

Ce  résultat  est  vrai  pour  toutes  les  équations  i^e')  et  nous  pouvons 


(')  On  peut  aussi  démontrer  cela,  sans  utiliser  la  fonction  de  Gieen,  en  sup- 
posant — ^  continue  en  n^  seulement  :  il  suffit  d'appliquer  la  formule  fondamen- 
tale à  1'  et  à  son  symélii(iuc  par  rapport  à  /«,  et  de  retranclier,  pour  Noirque-' 
tend  vers  zéro  avec  y.  (Juant  à  la  fonction  de  Green,  elle  permettrait  d  avoir  ;' 

r  calculer  -rr;   il   suffit  de   rem- 
placer,   dans    les    formules  (i')   el   (i")  du    j)remier   Mémoire   (p.  ^66),  r — n 

y  Y)       ,  ,  df]         ds 

el  0  —  .ç  par  i^—  et  4^—  1  ilc]  el  ds  pai 


,    .         -i    r  ,dG  . 

nis  la  forme /  =  -rr  dri  :  or,  pou 


3l On  constate  alors  sans  difficulté 


(|ue  :'  lenil  vers  zéro,  (juaiid    I'   tend  veis  Oj',  sans  avoir  dlivpollièses  à   faiie 

Oz 
sur  -—  • 
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énoncer  la  propriùlé  suivante  :  si  une  solution  de  l'équation 

dx-       "•'     dy  ' 

régulière  d'un  certain  côté  de  Ox-,  se  réduit  sur  Ox  à  une  fonction 
continue,  celle-ci  ne  peut  être  que  linéaire. 

70.  Froi!i.èmes  aux  limites.  —  Si  p  est  pair,  le  contour  portant 
les  données  pourra  traverser  Ox  :  supposons  par  exemple  £  =  -i-  i , 
le  contour  sera  alors  ouvert  vers  le  haut.  Nous  pourrons  résoudre  le 
problème  aux  limites  pour  la  partie  du  contour  située  au-dessous 
de  Ox.  Sur  Ox  même,  la  solution  se  réduit  à  une  fonction  linéaire  qui 

se  déduit  immédiatement  des  valeurs  connues  de  ;  (ou  ^,  suivant  le 

V      o.v 


problème  j  en  A,  cl  Aj.  Pour  le  contour  formé  par  A,  A.  et  la  partie 

de  (C)  située  au-dessus  de  Ox,  nous  aurons  un  nouveau  problème 
aux  limites.  Les  t>aleurs  prises  par  la  solution  au-dessus  de  Ox  sont 
donc  indépendantes  des  imleurs  prises  au-dessous  ;  d'ailleurs  on  se 
rend  compte  sans  peine  que  leur  ensemble  constitue  une  solution 
régulière,  pourvu  que  les  données  constituent  une  fonction  de  )'  déri- 
vable  en  A,  et  A.,  (le  contour  étant  supposé  non  tangent  à  Ox"). 

Si  p  est  impair  et  t  =  ~  i ,  on  pourra  constituer  une  solution  régu- 
lière à  l'intérieur  d'une  bande  ouverte  dans  les  deux  sens,  toujours 
avec  la  même  condition  en  A,  et  A^  :  cette  solution  sera  constituée  par 
l'ensemble  de  deux  solutions  relatives  à  deux  contours  accolés  sui- 
vant Ox;  ils  peuvent  d'ailleurs  ne  pas  rencontrer  Ox  aux  mêmes 
points,  si  les  valeurs  des  données  et  de  leurs  dérivées  en  ces  points 
sont  convenablement  cboisies. 

Enfin  si  p  est  impair  e/  £  =  +  i ,  les  deux  contours  séparés  par  Ox 
s'ouvrent  l'un  vers  l'autre  :  leur  ensemble  peut  constituer  un  contour 
fermé  coupant  Ox  en  A,  et  A^.  On  voit  alors  qu'on  pourra  résoudre 
pour  le  contour  total  un  véritable  problème  de  Dirichlet ;  la  valeur 
de  la  solution  sur  Ox  s'obtiendra  par  interpolation  linéaire  entre  les 
valeurs  prises  en  A,  et  A^.  (x"  contour  pourra  admettre  des  tangentes 
horizontales  aux  points  le  [)lus  haut  et  le  plus  bas,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  dans  le  Chapitre  11. 
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Ces  résultats  s'ôlcndent  à  réqiialion 

et  à  réqualion  générale  {<:')  (§  65,  II).  En  cequi  concerne  (<?',),  l'inté- 
grale double  formée  avec  la  solution  fondamentale  n'aura  de  sens 
que  si  f(x,  o)  =  o,  en  supposant  de  plus  un  certain  mode  de  conti- 
nuité, par  exemple  |y|  <[  Rjy*  on  K  ]  4^  >' 1^'^",  pour  y  voisin  de 
zéro.  Si  f{x,  0)^0,  on  posera  z  —  z'  -i-  z„,  z„  étant  solution  de 
-r-^  =^f{x,  o).  En  définitive  toute  solution  de  {C),  régulière  (Vun 

certain  côté  de  Ox  et  continue  sur  0.r,  se  réduit  sur  Ox  à  une 
solution  de  l'équation 

-—  -(-  «(.r,  o)-r \-  c{x,o)z  +  f(x,o)z^o. 


m.  —  Nature  des  solutions. 

Il  est  manifeste  que,  dans  toute  région  non  traversée  par  Oy,  les 
solutions  régulières  de  l'équation  (e),  étudiée  dans  la  section  I,  sont 
par  rapport  à  l'ensemble  {x,  y)  des  fonctions  analytiques  en  x  et 
d'espèce  X  en  y.  Ceci  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu  dans  le  Cba- 
pitre  III(').  Supposons  maintenant  que  la  région  envisagée  soit  tra- 
versée par  Oy  et  éludions  la  nature  de  la  solution  sur  Oy. 

(')  Voir  !;  Ï3.  pages  a't'  el  suivantes.  Il  convient  cl";iilleuis  de  modifier  légè- 
rement la  démonstration  donnée  à  cet  endroit  :  elle  ne  serait  ^igoureul^e  que  si 

.,...(>/■«  .  d"+'z       , 

l'on  avait  a  ^0,  car,  si  az^o.  la  denvee  — r —  contient  - — r — - ,  dont  on  veut 
^^  à  y  O.roy" 

précisément  ol)lenii-  la  limitalioii.  Par  suite,  si  la  déiivée  —  est  d'espèce  3C 
en  y,  le  changement  d'inconnue  indiqué  au  paragraphe  17  permet  de  ramener 
l'équation  (C)  à  la  forme  oz=^c:  4-/,  c  el  /  étant  d'espèce  UC  en  y,  et  la 
démonstration  s'apijliijne.  Mais  si  3—  n'cït  pas  une  fonction  K,  il  faut  supposer 

i)''z         d"-"  = 
les    limitations  de  la  paire  ^4'i  lisne   10,   établies  pour  -r —  et  - — - — -  et  rem- 

I         o  ->        1  o  f)y,l  ijj.^    y  II 

,     ,      ,.  rl^n  'l-^n         Ou         "    d^u 

placer,  dans  la  suite  de  la  demonslration,  — ; —  par  - — —  et  -—  par  — — — ,  ce 
'  d.r  (Jjrdy        ox  ^       O.voy 
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71.  Étude  de  l'équation  ^  -  i:'' -^  =  o  quand  p  est  i-viii.  PrioriLÈME 
DE  Cauchy.  —  Examinons  d'abord  le  cas  où  p  esl  pair  cl  ligurons  un 
contour  rectangulaire  compris  dans  la  région  cludiôc  et  traversé 
par  O/.  Si  nous  appliquons  à  ce  contour  la  formule  (5),  p.  m,  nous 
obtenons,  en  supposant  A,  A.  sur  Oc  el  y^y,  (OA,  —  —  l,  OA„  =  /) 


(.3)  2r/      '/r(i-^)^(o,y) 


X^^K<'->^^'-'-J- 


/ 


(r--o) 
il 


'/(y--n) 


--'■[z{/.-n)  +  z{-/,ri)]d-n. 


Orceci  es  tu  ne  fonction  ."te  de  >- pour  o<<j)^;^  v,,  car  ces  intégrales  sont 
analogues  à  celles  qu'on  rencontre  dans  l'étude  de  l'équation  de  la 
chaleur  (').  Il  en  résulte  que  z  est  bien  une  fonction  3C  de  y  dans 
toute  la  région  et  il  suffit  de  dériver  la  formule  (5)  par  rapport  à  .r, 
avant  de  l'appliquer  à  un  point  de  l'axe  des  y,  pour  démontrer  que 
~  est  aussi  une  fonction  .ic. 

Nous  concluons  de  là  que  z  est  analytique  en  x  dans  toute  la  région  : 
sans  doute  il  serait  facile  de  le  conslalcr  sur  la  formule  (5),  mais  nous 
allons  le  voir  ici  en  cherchant  à  résoudre  le  problème  de  Cauchy  pour 
l'axe  des  y.   Soit,  sur  O7,  z(o,y)=^o{y)  et  ^  (o,  y)  = 'Kj)- 

(Mil  conduit  à  la  limitation  commune  de et  -: — ; ;•  Avec  cette  modifica- 

1        r  1        ,      ,      1  1-        ■  •  -     '^"  à'" 

tion,  la   lormule  (n)  donne  une  limitation  commune  a  -—  et ,  en    siinpo- 

^■^  dy       d.tdy  " 

sant  I  «  I  et     -—    <;  [U],  ce  qui  est  conforme  à  l'application  que  nous  en  faisons. 

.Fe  reviendrai  d'ailleurs  sur  ces  questions  dans  un  prochain  Mémoire,  dévelop- 
pement (le  la  Note  parue  au\  Comptes  rendus  du  8  décembre  igiS.  Dans  celte 
Note  sont  définies  les  fonctions  de  classe  donnée':  tes  fonctions  ."JC  sont  les 
fonctions  de  classe  2. 

(')  Nous  supposons  ici,  et  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  p  entier. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  -\.  —   l-'asc.  Il,  i9i4'  '7 
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l'osons 

l'orlanl  dans  (/■),  nous  oblL'iioiis  poui'  déloniiiiicr  les  z^„ 

^P+i=o ;,,,+3=o,         (■îp-i-a)(9.p-^  f\):,p+;  —  Zi,,,. 

13/.  H-4)(2/j  +  5)r,,,^.5=  ;;,_;, 

En  posdiil  toujours  p  +  i  =  q,  nous  trouvons  ainsi 

1  <Y*  9 

*'"'""  {'/-l)r/.('.u/-l)-2,/...(/„j-l)kf/  ^' 

_  I d^ 

-'•''*'  -  7(7  -4-1).  av(27  -h  .) .  . .  Ay/(/.vy  -.)  ,/.'•  ' 
-/.,,+/,=  o  ( A  =  2,  3,  ....  7  —  i). 

On  peut  donc  écrire 

N/  •p  t'/  ■\i  soiil  (les  fondions  3C,(,  c'est-à-dire  si  Ton  a 

ou   vdil   imniiMlialcuieril  (jue  la  série   cnlicre  (14)   i'L'ra  convergente 

1 

|iour  |<"I<C(A— )    •  ""  i'  donc  bien  une.  fo//</i<i//  ainthliriitr  de  x. 

liéciproiiuenieul,  toute  solulion  r,  analytique  en.;;  dans  le  doniaim;  de 

j;  =  o  ('),   se    réduit  sur  ()y,  ainsi  que  -^i  à  une    fonction  .^C   :  la 

démonstration  sérail  immédiate.  Dans  le  cas  où  Ton  suppose  (pie  s 
et  ']^  sont  analytiques,  on  constate  que  r  est  une  fonction  mticrc 
en  x  d'ordre  'j  q  (on  a  |  r  |  <[  c^'  ' "  ). 

Ce  qui  précède  montre  également  que  la  condition  nécessaire  et 


(')   Par  t;\etii|)l(',  les  inlé^ralesde  la  foiimile  (i3)  \voir  ^  43,  (li'iixième  note]  : 
ceci  conslilue  un  nioMMi  de  montrer  que  ce  sont  des  fonctions  .1C  en  y. 
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sujfiscinlr,  pour  qu'une  sol  ul  ion  rh- finir  d' un  rùlr  de  Oy  suit  prolon- 
geablr  cm  drlà^  est  qurUr  prcnnr  suf  ()y  des  râleurs  'onsliliiani 
une  four  lion  3C  {cf.  ^  i>7). 

Mais  les  raisonnements  précédents  (sauf  en  ce  qui  concerne  le  pro- 
blème de  Cauchyj  ne  s'appliquent  plus  au  cas  où  p  est  impair. 

72.  Cas  ou/)  est  imi-aic.  —  Soit  z  une  solution  régulière  de  l'équa- 
tion (^}  (p  impair)  dans  une  région  .il  traversée  par  Oy,  A  et  A'  deux 
points  sur  Oy  et  dans  A,  et  où  l'on  peut  supposer  r  nulle;  nous  allons 
montrer  que  ;  est  une  fonction  ^  sur  AA'. 

En  eflet,  prenons  un  contour  tel  que  celui  de  la  figure  i(j,  p.  iiy. 
situé  dans  la  région  R.  (nous  pouvons  même  ici  supposer  que  les 
arcs  BC,  B'C  sont  des  segments  de  droites  parallèles  à  Oy).  Si 
nous  appliquons  la  formule  (9)  au  contour  A'ABC  et  la  formule 
analogue  au  contour  AA'B'C  et  si  nous  égalons  les  seconds  membres, 
nous  trouvons  une  équation  de  la  forme 


/ 


"' >)z{o.r,)         du  „.     . 

7  =  r(T). 

t/r,  i  ^-^  ' 

(y --M" 


F  étant  une  fonction  qui  se  compose  de  ternies  tout  à  fait  analogues  à 
ceux  qui  figurent  dans  Téquation  (i3);  c'est  donc  une  fonetion  X  à 
V intèrieui-  de  Fintervalle  {a.  a)  (les  dérivées  cessent  d'exister  pour 
les  bornes).  Puiscjue  j  s'annule  en  A  et  A',  l'éfjuation  peut  s'écrire 

-^  j      jdr,r=?(y).         tlou  /      d^rfr)  — F,(j), 

(y  — ■(])''  "    (y  —  n)'' 

F,  étant  une  nouvelle  fonction  3e.  Or  on  peut  toujours  déterminer  une 

fonction   i(.f,  j')  —   par  exem|ile  une  .solution  de -7—; —  ^o  —, 

égale  à  r  sur  AI!.  A  C,  /lulle  sur  A.\'  et  analytique  en  .v,y  autoui 
de  tout  [loiiil  ititiM-imir  à  A  A'.  Envisageons  alors  la  fonction 

(.5)  ;(x,r)--3y'"^-<"-^\./n. 
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avec  z,=^  z  —  c  (-,  s'annule  sur  AB,  A'C  ).  Nous  avons 

Nous  voyons  donc  que  C  est  une  solution  d'une  équation  (e,)  à 
second  membre,  et  cette  solution  se  réduit  sur  Oy  à  F,  (^),  c'est- 
à-dire  à  une  fonction  3C.  Or  la  formule  analogue  à  (9),  appliquée  à 
une  équation  (e,)  à  second  membre  d'espèce  .ic  en  y,  montre  que, 
quand  une  solution  se  réduit  sui-  ()>•  à  une  l'oMClion  3C,  il  en  est  de 
même  de  sa  dérivée  par  rapport  à  x',  le  deuxième  membre  de  la 
formule  (9)  étant  alors  une  telle  fonction.  Or,  le  second  mend)re  <I> 
de  l'équation  en  C  est  analyli(|ue  en  x  et  aussi  en  y  autour  des  points 
intérieurs  à  A  A'.  11  résulte  alors  des  paragrapbes  71  et  73  [solution  du 

problème  de  Caucby  par  les  formules  (  i4)  et(iG)J  que,  'Ç{x,y)  et  y^ 
prenant  sur  O^'  des  valeurs  définissant  des  fonctions  dit,  Z  sera  une 
fonction  analytique  de  x  dans  le  voisinaiS<'  de  O  )'. 

Montrons  qu'il  en  sera  de  même  pour  ;,.  Ainsi  nous  sommes 
ramenés  à  la  propriété  suivante  :  si,  dans  l'équation  (i5),  (est  une 
fonction  holoniorphc  de  x  dans  un  certain  domaine  pour  les  valeurs 
àe  y  comprises  entre  a  et  a' ,  z^  jouit  de  la  même  propriété.  Soit,  en 
eflet,  une  courl)e  fermée  F  tracée  dans  le  domaine  de  la  variable  x-, 
nous  aurons 

/  ':(^  r)  di  =fdl,  r'jlSklLL^  dr^  =  o. 

(.'•  — -0)'' 
Mais  le  deuxième  membre  peut  s'écrire 

1 
Or  (y  —  ■/])    ''  est  un  noyau  fermé  :  donc,  quelle  que  soit  F, 

/  ;,(;, -fl)  f/|  — o,  {a^Ti1:a') 

et,  d'après  la  réciprocpie  du   ibéoième  de  Caucby,  :;,  est  analyti(jue 
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dans  les  mêmes  conditions  que  Ç.  Mais  alors,  c  étant  analytique  en  x 
au  voisinage  de  x  =  o,z.  l'est  aussi  et  par  suite  (§  71  )  se  réduit  sur  O  v 
à  une  fonction  5C  de  y  :  nous  pouvons  donc  énoncer  le  même  théorème 
qu'à  la  lin  du  paragraphe  71 . 

75.    EïLDE   i)F.  i.'iioUATiox  -^  -  .i-/"  j^  =/(x-,  y).    —    Euvisagcons 

maintenant  réquation  [c,j  avec  second  membre  f(x,  y)  d'espèce  3t 
en  j'  et  supposons  d'abord  p  pair.  La  solution  Z  (§  67  )  est  fonction  X 
en  tout  point  exléficur  à  Or,  car  ceci  résulte  du  paragraphe  iî5.  SurOy 
même,  elle  se  réduit  à  une  fonction  K,  car  pour  x  =  o  nous  obtenons, 
à  un  facteur  près,  la  fonction 


/.(■ 


-'■  f(i..(i)dldu. 


dont  les  dérivées,  par  rapport  à  w  se  calculent  par  la  inéine  méthode 
que  celle  que  nous  avons  déjà  suivie  au  paragraphe  o3,  ce  qui  permet 
aisément  de  voir  que  cette  fonction  est  d'espèce  5C  (' ). 

Nous  pouvons  également  nous  proposer,  p  étant  cette  fois  un  entier 
positif  quelconque,  de  calculer  la  solution  de  Téfjuation  qui  s'aniiulr 
sur  Oy,  ainsi  que  sa  dérivée  par  rapport  à  x.  Supposons  tout 
d'abord  que  /'  soit,  ainsi  ([uc  r,  développable  pai-  la  formule  de  Mac 
Laurin 

les  /"étant  fonctions  de  y.  Le  procédé  d'identification  déjà  suivi  dans 
le  paragraphe  7  I  nous  donne  ici,  en  posant  toujours  p  -h  2  =  q, 

Si  nous  explicitons  les  z  en  fonction  des/ et  si  nous  réunissons  dans 
la  série  les  termes  contenant  les  dérivées  d'ordre  A  des  fonctions  / 

(')  11  pourrait  se  faire  que,  z  élaiit  une  fouclieii  3Cr,  H  tende  vers  zéro,  puis 
éprouve  une  discontinuité  pour  x  =  o.  Cela  n'est  pas,  comme  nous  le  verrons 
par  la  suite. 
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par  rapport  h  y,  il  vient 


a;'i+-l 


Ù' 


.(y  +  I)  (c/-f-  2) . . .  0<l  -H  i)(''7  -^  ••'•) 


2.3.  .  .(/.y  +  2)(/.r/  -i-3; 

•'•^-'./;^ip 


7(7-t-l).  ..(/, -M)9[(/.  +  l)y4-l  I 

) 
i' 


Nous  avons  d'ailleurs 

•''  r\       àu-'-dy'-     ' 


de  sorte  que  le  terme  envisagé  peut  s'écrire,  /•  variant  de  o  à  •>d, 


T)(-Tv-('-T)-m-(-^) 


_  j-'-''^- 1 v  -^  .A       \    y    ' y    y    /  _ 

'  '        '       ,  1      /.  +  I  H 1      ).  +  I  H 

Les  deux  derniers  facteurs  sont  B  ( >  X  +  i  )  H  ( — — ^>  A  -t- 

cl  notre  terme  s'écrit,  en  explicitant  les  B, 

F.,a  somme  V  (/•  vaiiant  de  o  à  ce)  est  un  déveloj)pemenl  de  Tavior 
et,  sommant  par  ra|)poit  à  A,  nous  trouvons  en  délinitive 


f!    /•'   /■■y  IC -.)(.- 0.rn>-.^^-^^.  <;v(,Â.^.r,,-j^^ 


dt 
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et,  en  posant  /  =  (  —  )  ,s^(^|  , 

(■6)    ^«-i  ^\l  f  T^L — ¥7' — J  -^?—''' 

ou  encore,  par  un  changement  dans  Tordre  dintégralion, 
en  posant 

.  ..  '  /-"[-(j;'/-;'7)(ç'7-;7)-|>       ., 

?>■(-' ^)=iwi  I. ¥r^ J^^- 

Sous  cette  forme,  la  solution  est  facile  à  vériiicr  :  on  trouve  en  elTel 

d'où 

11  suffit  donc  de  vérifier  que 

Au  lieu  d'établir  directement  l'identité  (iH),  supposons  que  nous 
ayons  vérifié  les  X  identités  précédentes  et  prenons/"  =  x"  y^  '"' ,  n  étant 
un  nombre  c/idr/-  positif  quelcon(jue  :  les  calculs  que  nous  avons 
'i'MV'à  formelle tne ni  sont  alors  certainement  valables  et  la  solution  est 
bien  représentée  par  la  formule  (lO),  quel  que  soit  n.  Il  en  résulte 
que,  d'après  la  formule  (17),  on  a  certainement,  tous  les  autres 
termes  de  l'intégrale  du  second  membre  étant  nuls  par  hypothèse, 

pour  n  entier  et  positif.  Or  la  jjarenihèse  est  un  polynôme  homogène  eV 
de  degré  (  A  4-  i)  y  —  i  en  x-  et  ?,  de  la  forme  ^  i\^x"'\^,  de  sorte  qu'on 


i36 
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aura 

en  inl( 

'\2;raiil 

/■'E-v- 

■'çl'-+«rf£=:^('- •-•)?+" 

lJ.-\-  /l  +1 


quel  que  soil  n  entier  et  positif,  et  par  suite  quel  que  soif  n.  Ceci 
exige  (à  cause  des  pôles)  que  tous  les  coefficients  A^^  soient  nuls,  c'est- 
à-dire  que — j-^  —./•''"' 0),^o.  Ce  raisonnement  s'a|ipliquanl  aussi 
au  cas  de  )i  =  G,  la  relation  est  démontrée  quel  que  soil  X. 

Avec  la  formule  (i6)  ou  (i6'),  nous  n'avons  plus  d'Iiypollièsc 
à  faire  sur  la  nature  de  f  relativement  à  la  variable  x.  Nous  voyons 
sans  peine  que,  si  f  est  une  fonction  .ic,,  en  y  pour  |.7;|  <;  p,  la  série 
sera  convergente  poui-  |x|  inférieur  au  plus  petit  des  deux  nombres  p 

et  f  '-T—  )  et  la  solulion  Z„  sera  elle-même  une  fonction  ac  :  il  suffirait 
de  reproduire  ici  un  calcul  analogue  à  celui  que  nous  avons  déjà 
fait  (§  iio).  Pareillement,  cette  formule  donne  le  moyen  de  déter- 
miner par  approximations  successives  la  solution  du  problème  de 
Caacliy  pour  l'équaliou 

â'-z  ùz  àz 

--^,  —  xP --  —  a —-  +cz+f, 

<)x-  à  y  àx 

quand  les  données,  supposées  d'espèce  JC,  sont  portéespar  un  segment 
de  Oy.  Il  suffit  de  ramener  ces  données  à  zéro,  absolument  comme 
nous  l'avons  déjà  fait  plus  haut  (§  36).  Kn  ce  qui  concerne  l'équa- 
tion (''i),  la  solution  du  [jroblème  de  Caucby  s'obtient  en  ajoutant  les 
formules  (i4)  et  (i6)  :  elle  est  analytique  en  x  si  f  l'est. 

Ce  que  nous  venons  de  faire  ne  préjuge  rien  sur  la  naluie  du  nombre 
entier  positif  p.  Comme  nous  avons  trouvé  une  solution  de  l'équa- 
tion (r?|)  qui  est  une  fonction  3C,  il  en  résulte  que  toutes  les  solutions 
régulières  sont  de  celle  nature^  quel  que  soit  le  nombre  entier 
positif^,  puisque  cette  propriété  est  vraie  pour  l'équation  (r\ 

7i.  Enonck  w.  ouELyiîi'.s  iiksih/iats.  —  Les  calculs  précédents  et  le 
problème  du  raccordement,  que  nous  traiterons  dans  le  paragraphe  79, 
nous  fournissent  les  éléments  nécessaires  à  la  démonstration  des  pro- 
priétés suivantes,  que  je  me  borne  à  énoncer,  lùanl  donnée  l'écjua- 
tion  (i),  où  p  est  entier,  et  une  solution  r,  régulière  dans  une  région  A 
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pouvant  être  traversée  par  Ov  :  i"  si  les  coefficients  sont  dans  la 
région  A  ou  bien  analytiques  en  ./•,  ou  bien  d'espèce  3e  en  y,  -  sera  ou 
bien  analytique  en  r,  ou  bien  d'espèce  .TC  en  j>';  2"  si  les  coefficients 
sont  analytiques  en  )'  et  si  z  prend  sur  deux  segments  C,,  C^,  [)aral- 
lèles  à  O)-,  une  succession  de  valeurs  analytiques  en  y,  z  sera  analy- 
tique en  y,  sur  tout  segment  de  caractéristique  limité  par  C,  et  C,. 
Même  théorème  pour  l'analyticité  en  x  et  y,  C,  et  C^  pouvant  alors 
être  des  arcs  analytiques;  3"  quand  les  coefficients  sont  d'espèce  oc 
en  y,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  ;  soit  ])rolongeable 
au  delà  de  Oy  est  que  ::  (o,  y)  soit  d'espèce  3C  en  y. 

Il  serait  facile  de  déduire  de  là  des  propriétés  relatives  à  réiiualion 
générale,  dans  laquelle  l>  peut  s'annuler  le  long  de  courbes  x  =  <^{y) 
quelconques  (pour  ce  qui  concerne  l'analyticité  en  x),  ou  d'espèce  3C 
(pour  ce  qui  concerne  l'espèce  5e  et  pour  le  prolongement  en  y),  ou 
analytiques  (pour  ce  qui  concerne  l'analyticité  en  x  ely). 

Nous  n'avons  pas  parlé  jusqu'ici  des  solutions  des  équations  (.i). 
Remarquons  que  les  solutions  régulières  de  l'équation  (e)  ne  sont 
pas  en  général,  des  foiictiotis  ac  pour  les  points  situés  sur  Ox. 
Cependant,  si  r  est  une  fonction  3e  en  deux  points  A,,  A.,  de  Ox-. 
cette  solution  sera  une  fonction  3C  dans  la  région  commune  au 
domaine,  où  r  est  régulière,  et  à  la  bande  comprise  entre  les  paral- 
lèles à  Oy  menées  par  les  deux  points  A,  et  A.. 

Des  remarques  analogues  s'appliquent  à  l'équation  («;').  Pour 
cette  équation,  d'ailleurs,  les  théorèmes  relatifs  à  FaiialN  licite  par 
rapport  à  x  ou  y  subsistent  sans  modifications. 

CHAPITRE  V. 

LA    SOLUTION    FONDAMKNTALE    ET    SES    APPLICATIONS. 

I,  —  Équations  du  type  normal. 
Étant  donnée  l'équation  (  E j  {\).  io5)  avec  /'=  o,  c'est-à-dire 

^     '  ().r-  dx         Oy 

M.  Hadamard  a  formé  sa  solution  fondamentale  {Comptes  rendus. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  \.  —    Kasc.  II,  lyi^.  • '" 
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['■'■  mai  191 1)  en  ramenant  cette  équation  à  la  forme  (t'oj/-  §  17) 

ô'-z       Oz  _ 
dx-        dy  "^ 

Outre  les  hvpotlièses  de  dérivabilité  que  ceci  exige,  le  procédé  de 
réduction  est  spécial  au  cas  de  Jeux  variables  (').  Nous  allons  fain." 
rextension  de  la  méthode  de  M.  Hadamard  au  cas  iiéiiérnl. 

7."».  Solution  iondamextale  de  i.'éih'ation  a  deux  vahiaulks.  —  Hemar- 
quons  tout  d'abord  que,  l'équation  (E)  étant  donnée,  la  solution 
l'oudamentale  que  nous  devons  utiliser  est  celle  de  Féqualion  adjoi/i/e. 
Nous  aurons  donc,  en  supposant  (l'])  mise  sons  la  l'orme  normale 
(§  17),  les  deux  équations 

^    '         ôx-        dy  ox 

d- a        Ou        Oaii 

'  ^    '       àx-        dy        ox 

Envisageons  ces  équations  dans  une  région  A,  où  leurs  coefficients 
sont  supposés  conlinus,  et  admettons,  pour  plus  de  simplicité  (hypo- 
thèse nullement  indispensable),  que  <a  soit  définie  par  x,zx<Xî, 
v,<y5y2.  Pour  former  la  solution  fondamentale  U  {^,  vj;  x,  y),  solu- 
tion de  ^,  =  o  en  ^,  yj,  nous  allons  suivre  l'ingénieuse  méthode  indi- 
quée par  M.  Hadamard.  Opérant  par  approximations  sucressivcs. 
nous  poserons 

y  y  —  ■'■' 
et  d'une  façon  générale,  à  partir  de  «  =  i  (')> 

les  points  \\x,y)  et  Il(i,ri)  étant  situés  dans  A  et  tels  que  ï1<JK. 

(')  Mais  il  va  sans  dire  qu'il  sera  avanlaijeux  de  l'employer  cliaque  fois  que  la 
çliose  sera  possible. 

(')  Ceci  revient  en  somme  à  considt'rer  la  solulioii  fondamentale  ciierclice  V 
comme  solution  d'une  équation  intégrale  qui  s'écrit  immédiatement. 


'-^'  ds. 
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Or  nous  pouvons  écrire,  en  désignant  par  ///,,  m..,  des  points  variables 
d'abscisses  a-,,  x.^  cl  m  un  [)oinl  du  domaine  d'intégration, 

■i.\'T.  J-r^ 

— ^  f  ^(/»,)U„_|(/H„p)ij„(n, /«,)«/< 

^--^f     rù  I      \a(m) — iLj-^  4- c(/«)  U„(  II,  w  )  1  U,,_,  (m,  l>)  rfs-. 

Le  terme  IJ,  ((jue  le  lecteur  est  prié  d'écrire)  est  bien  défini 
quand  P  et  II  sont  distincts  et,  si  x  ^  l,  il  tend  vers  zéro  avec  /  —  ï]. 
il  s'agit  de  voir  comment  se  comporte  ce  terme  quand  x  —  ^  et  y  —  yj 
IcndeiU  simuUanénient  vers  zéro.  Soit  |a|<;A,  |  r  |  <;  C  :  les  inté- 
grales simples  restent  Unies;  la  partie  qui  contient  c  ne  présente 
aucune  difficulté  car  elle  est  limitée  par 


./;/ 


1 '„(.<■  t\.r.y) 


dsdl  <  {K)v/v  — rj. 


d'après  les  formules  {-ïi' )  et  (2  V),  §  8  (intégrales  I^„^);  enfin  la  partie 
de  l'intégrale  double  portant  sur  a  admet  comme  liniilalion 


f'dl  f" li^lli ,e~^^ds. 


A 


int(''grale  loujouis  finie,  d'après  les  mêmes  formules. 

U,  est  donc  toujours  fini  et  par  suite  lj\,,  qui  se  compose  d'intégrales 
des  types  -"i,  (§  2),  I^,,  1, ,  [)orlant  sur  des  fonctions  bornées,  esl  une 

fonction  conlinw;  dans  .a  et  tend  vers  zéro  avec  y  —  'i\.  De  même  pour 
les  termes  suivants,  et  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu,  dans  le 
Chapitre  II,  que  les  approximations  convergent  et  que  la  série 
U  =  U„  4-  u,  4-  LL  4-  . . .  re|irésente  une  solution  de  l'équation  i^  =  o, 
en  supposant  bien  entendu  (jue  les  coefficients  satisfassent  aux 
conditions  (Aj  (§  î)j.  Nous  pouvons  donc  mettre  M  sous  la  forme 
U  =  Uo-f-V,  V  étant  une  fonction  bornée  pour  Ions  1rs  points  V 
et  il  de  A,  même  voisins,  conlinur  et  tendant  vers  zéro  avec  y  —  /), 
sauf  pour  ^  =  ./;.  Si  donc  on  intègre  |  V|  par  rapport  à  \,  l'intégrale 
"s'annule  avec  j'  —  ï],  mênie  si  l'intervalle  coulieut  la  valeur  ,i-. 
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7(>.  ArpMc.vrios  x\\  pRon\.\.yn.s  ai:x  i.imitks.  —  l'.laiil  données  les 
équations  ,?  =  o  el  -f,  =  o,  appliquons  la  formule  de  lileniann  à  l'iiilé- 
grale 

JJ]  Vj[z(l  r,)]  -  z{L  n)  J,(U)  ;  didr, 

el  au  domaine  limité  pai'  un  contour  (C)  et  la  caractéristique  M',  M, 
et  situé  dans  .a  (\o\r  //^.  i,  J^  I  ou  //if.  i"),  p.  i  lo).  Il  vient 

(  I  )     f     Vzd:^  I'  h]^-z^  ^aVz\dn-i-  V  z  d^  +  f  fVj/d:  dr,. 

""  m',  m'i  a,a,»ù  ■  "  ' 

Or 

/       \}zdi=   l       \],zdt+  l       \zdl. 

Quand  \l\  Ml  tend  vers  M,  iVL,  la  dernière  intégrale  tend  vers  zéro, 
comme  nous  l'avons  déjà  dit.  Donc(§  1),  la  limite  du  premier  membre 
de  (i)  est  2.^7:  z(x,  y),  \j'~  z(x,  y)  ou  zéro  suivant  rpie  M  est  à 
l'intérieur  de  (C),  sur  (C)  ou  à  l'extérieur  de  (C).  D'où  la  formule 

s/r.  ^('^'■>)=/y^    (v^^~z^+aVz^dr,-i-l]zdi+f  fv/dçdn. 

o      '  ' 

(C^.)  et  s,,  désignant  les  portions  de  (('.)  et  de  S  situées  au-dessous  de  la 
caractéristique  d'ordonnée  j'.  Dès  lors,  si  Ton  forme  par  la  méthode  des 
approximations  successives  une  fonction  H,  solution  de  ,f,  =  o  en  ç,ry, 
égale  à  U(E,  yj;  x,y)  sur  C,  et  C^  et  nulle  sur  M,  M.,  la  fonction 
G  =  U  —  H  sera  une  f  onction  rlc  Green  relativement  au  contour  (  C). 
En  appliquant  la  formule  de  Riemann  à  cette  fonction,  il  vient, 
pour  un  point  (x,  y)  intérieur, 

■y.  v'û  z{x.y)=J~z'^dr,  +  Gz  dl,  +  f  [  C.  J  dl , 


:dn. 


Il  resterait;!  vérifier  cette  solution,  car  ceci  nous  montre  simplement 
que,  si  la  solution  prenant  sur  (C)  des  valeurs  données  existe,  elle  est 
donnée  par  celte  formule.  Mais  nous  savons  par  ailleurs  que  cette 
solution  existe,  quand  a,  r,  /"satisfont  aux  conditions  (A).  Par  suite, 
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la  formule  que  nous  venons  de  trouver  représmili'  bien  la  solution 
cherchée.  En  particulier,  la  fonction  — ^  /  /  G/dld-n  représente  la 

1\  T.  J    Js^ 

solution  de  ?  =  o.  nulle  au  bord  (  '  ). 

Il  est  à  remarquer  que  cette  méthode  exige  den\  opérations  : 
1°  Calcul  de  la  solution  fondamentale^  indépendant  du  contour; 
2"  Calcul  de  la  fonction  de  Green  pour  un  contour  donné,  indé- 
pendant des  données.  Ce  dernier  calcul  se  fait  par  les  méthodes  du 
Chapitre  II  et  exige  le  calcul  de  la  fonction  de  Green  pour  or  =  o  et 
la  résolution  d'une  équation  intégrale. 

D'autre  part,  la  méthode  employée  plus  haut  au  paragraphe  '22 
n'exige  qu'un  calcul  analogue  au  deuxième  calcul  que  nous  venons 
d'indiquer,  mais  ce  calcul  varie  avec  les  données.  Il  peut  donc  y 
avoir  avantage,  suivant  les  cas,  à  employer  lune  ou  l'autre  méthode. 

77.  Solution  fodamentale  des  équations  a  plus  de  deux  variables. 
—  Le  procédé  que  nous  avons  suivi  pour  former  la  solution  fonda- 
mentale réussit  également  dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est 
supérieur  à  deux.  Envisageons,  par  exemple,  dans  le  cas  de  Iroi-i 
variables,  les  deux  équations 

,-      ^         O'z  <r-z  dz  âz  ôz 

t*.rj  dx-  dy  du-f  dj-, 

„-  ,    ,        d-  u  d-  u  du  da,  11  da,  11 

dr,-  d':,  dy  du\  dr. 

Supposons  que  la  région  ,•>,  où  nous  voulons  former  la  solution,  soit 
située  à  l'intérieur  d'une  surface  Z,  ouverte  vers  les  y  positifs  et 
négatifs  (par  exemple  un  cylindre)  et  soient  -^ .^  la  portion  de  ï  com- 
prise entre  les  plans  caractéristiques  de  cote  ^  et  rj,  \,  ,.,  le  volume 
limité  par  ces  plans  et  par  2^  „.  Nous  effectuerons  alors  les  opérations 

(')  Moyennant  des  hypothèses  très  simples  sur  la  nature  des  coefficients  de 
l'équation  à  l'infini,  on  peut  former  une  solution  fondamentale  valable  dans 
tout  le  plan,  ce  qui  permettra  d'obtenir  la  solution  prenant  des  valeurs  données 
sur  une  caractéristique  donnée. 

Au  sujet  de  la  fonction  de  Green,  remarquons  enfin  que  la  formule  de 
Riemann  nous  donnerait  aisément  une  relation  d'échange  entre  la  fonction  de 
Green  de  Téquation  et  celle  de  son  adjointe. 


liiT.  M.     (■EVHin. 

suivantes  : 

_  (.r,-;,l'  +  (.>-,-^,)' 
U„(|,.;-:.r;;  .r,..r,..y)=  e  •"-'■'  =  l  «lll,  P  ).  .  . . 

V  —  T, 

m   étant    le  |)oinl  (.v,,  .s^,  /)  el  illl,„  l'élénienl   de    volume   corres- 
pondant. 

Le  même  procédé  ([iii  nous  a  servi  dans  le  plan  nous  donne  une  inté- 
grale double  étendue  à  la  surface  1^.  y,  el  une  intégrale  triple 


^//X  [- 


(,)     -/;/      |„,,™l!^^tfliïi^„,:^+cL-.|l:„.,,"..l' )</!!,„. 


Si  nous  portons  uolie  allcnlioii  sur  le  premier  terme  U,.  nous 
voyons  tout  d'abord  que  nous  pouvons  supposer,  pour  l'objet  que 
nous  avons  en  vue,  que  les  points  P  et  H  ne  sont  pas  tous  deux  sur  1^^, 
et  alors  l'intégrale  de  surface,  qu'il  est  inutile  d'écrire,  est  comparable 
à  une  intégrale  I„  ,  (^^  8)  et  reste  Jinic  :  elle  tend  vers  zéro  a\ec  y  —  rj. 

Appelons  .1,  l'in/('grale  triple  (2),  lorsque  //  =  1,  et  posons 

(■■'■i  —  4i)°-+(-^2— £".)'=/•'•         (;i  — ■•'•i)'+(£2  — ■?2)'=p'. 
d'où 

(  î,  —  Xi  y-  +  (.sj_  .r„ )2  ^  ( r  —  0)'. 

]{euiar(piant    (pie   1^,  — .s,]    el    |  Ço  "~  ■''■2 1   ^^o^t      ?>    o"   «^   donc,    si 

|«,|<A,,|r/,|<A,,|r|<(:, 

|.,,|<J^  /Y/'   |,A,^A,)— A_^  +  -^]-4,rïï7^-i^ 

-i"J./Jv,  J  ■.>At  —  -n)-       t  —  ri\y—l 

L'emploi  de  coordonnées  scmi-|)olaires  d'origin(^  Il  nous  donne 

Or,  p   el   0   élanl  des   nombres   [)osilils,    avec   o  <^  0  <^  1 ,   l't    a    une 
var'iable  >(),  on  peut  écrire  3c''(""''<[  (K)  <?"*('  ).  Par  suite,  en  appli- 

(')   \'.n  elFel  l'expres-ion  a'' e~  '"''"'  reste  finie  (|uel  (|iie  soil  a  >  o. 


cl9.„ 
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quant  cette  remarque  à  la  première  exponentielle,  il  vient 


iJ.i<(K)  r'^ — ^^7=('^^^=^-^^')  f 


^y->'ilc. 


Or  on  a  évidemment  '  '      "  '  +  C  <  — t=^,  et  si  nous  i)aiiai;eons  le 
\,/t  —  r,  \l—ri 

domaine  d'intégration  en  quatre  parties  par  les  droites  s  =  -  et 
t=:z-^  ^  '>  nous  obtenons  (juatre  intégrales  analogues,  dont  l'une 
est(') 

A      J.  y-''''   Jr,       '-^'-A  Vy-r, 

et  les  trois  autres  admettent  la  même  limitation.  En  définitive 

|U,|<    ('^^    -^ 


\y  —  -n 

On  déduit  de  là  que  V.,  reste  fini  quelle  que  soit  la  position  dos 
points  P  et  H,  et  tous  les  autres  termes  sont  continus  et  tendent  vers 
zéro  avec  y — v),  même  si  a;  —  H  tend  vers  zéro.  De  plus,  la  série 
U„-i-  U,  +  Uo  ■+-  . . .  converge  et  représente  donc  une  solution  U  de 
l'équation  adjointe,  qu'on  peut  mettre  sous  la  formé  U  =  L'„ -f- ^  , 

V  étant  une  fonction  telle  que  Tinlégrale    /    /  |  V  |  </ç  ^/r,  lemle  rr/s 

zéro  avec  y  —  y],  quel  que  soit  le  domaine  d'intégration  I)  :  ceci 
résulte  de  la  limitation  de  U,.  On  en  déduit  immédiatement  la  /"«/- 
mute  fondamentale  relative  à  une  solution  de  l'équation  .'î(r)  =  o. 

Si    nous   appliquons    à    l'intégrale    /   /  /   \ui (^z)  —  zi^{u)\dÙ    la 

marche  suivie  au  paragraphe  3o,  en  remplaçant  //  par  U  et  tenant 
compte  de  la  propriété  de  Y,  il  vient,  pour  un  point  P(^x,,  x„,y) 

(')  Kii  lemarquaiil  (]ue,  ilaiis  le  tioinaiiie  (l'iiitéL'iatioii  que  nous  allons  envi- 
sager,   on    a    /■  —  p  >■ ->  el  en   iililisant  les  propriétés  des  iiité;;rales  1,,,,  (§  8'. 
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intérieur  à  (  S  )  et  avec  les  notations  du  [jaiagraplie  35, 
47T  c(x,.  .r,,y)=-f£  (U  ^  -  .  g  -+-  </,  U.)  ./;.  ./r, 

-t-  (  U  ^  -  =  ^  -h  </,  U  c)  ./Y) ./--,  -  l"  c  r/ï,  crz, 

—  _  r/    !li!^_;!^  -f-|«,cos(«,.r,)4-«-.cuM"-a-.,)]U:   f/tTf/r, 

les  inlét^rales  de  surface  étant  prises  sur  le  cùté  intérieur'. 

Si  la  section  inférieure  S^  ne  se  réduit  pas  à  un  point,  nous  pourrons 
calculer  une  fonction  de  Greon^  (pii  nous  donnera  la  solution  sous  la 
forme 

\T.z{.c,.x,.y)^  i'  I'  z'-l^<h<tf,  +  j'  fGz,il,r/-,^  f  j  I  Gfdl,dl,dn. 

Si  l'on  avait  appliqui'  la  formule  loiidauiciitalt'  à  un  point  silm'' 
sur—  ou  extérieur,  ou  auiait  trouvé  coiiiiiif  liictcui-  dans  le  prcuiirr 
membre  2  -  ou  o. 

II.  —  Équations  singulières. 

Le  calcul  de  la  solution  fondamentale,  lorsque  la  ligne  singulièi'e 
est  une  caractéristique, Ox  \y,\v  e\iim\)i\ç,  présente  pende  difficulté, 
même  dans  une  région  contenant  cette  ligne  comme  frontière  ou  à  son 
intérieur.  Nous  nous  occuperons  seulement  des  équations  (t)  et, 
pour  simplifier  les  calculs,  nous  supposerons  ici  que  nous  ayons 
ramem'',  pai'  un  cliaugement  d'inconnue,  les  éipialions  à  la  forme 

^ ,    s        <>- z  Oz  „  .  ,    ^        d-ii  du 

Ojc"  dy  •'  O.i-  Oy 

78.  Cm, cri.  di:  ia  soi.nioN  roNDAMF.NTAi.r.  —  Dans  le  calcul  ipii  va 
sui\  l'f.  nous  supiiostTons  le  domaine  Lionm''  (juelcdiique  si  p  est  pair; 
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si  p  est  impair,  ce  domaine  sera  situé  tout  entier  à'un  même  côté 
de  Oy  et  pourra  admettre  cette  droite  comme  frontière. 

Envisageons  la  fonction   U  du   paragraphe  64,  et  posons  [A  et 
B  ayant  les  valeurs  données  par  la  formule  (4)  de  la  page  1 1 1] 

(3)       IJo=U,         U,=  rr    c(s,t)\:.{l,n;s,t)\i,{>!,i;x,y)dsdi.... 

Û„=  j    (     c(s,  t)  U(2,  r,;.s-,  0  L^«-i(-S  t\  xy)dsdt, 

S^.^  étant  la  région  du  domaine  donné  limitée  par  les  caracté- 
ristiques d'ordonnée  y  et  yj.  Tous  ces  termes  tendent  vers  zéro 
avec^  —  Y],  si  a;  ^  H.  Etudions  U,  :  il  résulte  de  ce  que  nous  avons  vu 
dans  le  paragraphe  07,  qu'on  peut  écrire 

I  U|<  (K)(r  —  Yi)         'le      '/'i.'-n)  (q  =  7.r  =  p  +  i); 

si  donc  la  région  Sj.^,,  est  finie,  on  voit   que   U,   est  de   l'ordre  de 

{y  —  Y))  ''  au  plus.  On  peut  donner  une  limitation  plus  précise. 
Désignons,  en  effet,  par  P',  H'  les  points  symétriques  de  \*{x,y) 
et  n(^,  -f])  par  rapport  à  Ojv,  au  cas  où  ces  points  appartiennent  au 
domaine  d'intégration  :  supposons  x  et  \  positifs,  c'est-à-dire,  en 
somme,  appelons  P  et  H  ceux  des  quatre  points  qui  sont  à  droite 
de  O^.  Menons  les  parallèles  à  Oy  équidistanles  de  P  et  H,  P'  et  H'  : 
avec  O)',  elles  partagent  le  domaine  d'intégration  en  quatre  régions. 
Soit  R  celle  qui  est  le  plus  à  droite  et  supposons  qu'elle  con- 
tienne P(a;,/)  :  l'intégrale  correspondante  sera  limitée  par 

(K)e-"-'''^    r '!i -J'  e-^ffy^ds. 

Opérant  comme  pour  l'intégrale  J  (p.  ii6),  il  nous  suffira  d'envi- 
sager la  partie  de  R  où  l'on  a  s^x  et  d'y  poser 

s'' — x''^=  qu  \J y  —  l  {a^o) 

et  par  suite 

1 

\dsdt\  —  'isiy^^tix'-  -\-q<ssfy^^l)''''  \drs  dt\<.{Y^)^-^^-:^-\d<j  dl\. 

a~n 
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L'intégrale  correspondanlc  admet  donc  comme  limitation 

Jr,     iy-t)     '/{i—o)      '1  (.y-^i'    '' 

et  les  autres  intégrales  se  limitent  de  la  même  façon  (ici  le  domaine 
d'intégration  peut  être  une  bande  indéfinie,  c  restant  fini  ). 

Or  ceci  reste  fini  si  p  =  i,  ou  si  p  est  <[  i  et  alors  non  entier; 
si  />  >  I ,  la  singularité  pour  x  =^^,  y  =  ri  est  d'orjire  moins  élevé 
que  dans  le  terme  précédent  et,  en  poursuivant  la  série  d'approxi- 
mations, on  arrive  à  des  termes  finis  et  coidinus  constituant  une 
série  convergente  L.  Ici  encore  nous  pouvons  écrire  U^U-f-V, 

l'intégrale  /     |  V|  (/;  tendant  vers  zéro  avec  y  —  y].  D'où  la  formule 

fondamentale  (') 

-A^,y)  =/   (û^  -  --^)  dn  +  l>'Vzdi+j'j'TJ/d^ç^n. 

79.  Application  au  problèmk  du  haccohdemeist.  —  Etant  données 
les  deux  équations  ^  =  o  et  #,  =  o,  dans  lesquelles  nous  supposons  p 
impair,  on  peut  se  proposer  de  traiter  pour  une  solution  de  l'équation 
^  =  o  le  problème  du  raccordement,  traité  dans  le  paragraphe  dH  dans 
le  cas  où  c^o.  Nous  allons  indiquer  brièvement  comment  on  peut 
résoudre  cette  question. 

Si  l'on  veut  employer  la  première  méthode  indiquée  au  para- 
graphe fi8,  nouselTectuerons  les  approximations  (3)  du  paragraphe  78 
en  partant  de  Uo=  «^[mo  étant  la  fonction  définie  par  la  formule  (6'), 
p.  i2o]  et  en  remplaçant  U  par  Uo,  second  terme  de  la  solution  fonda- 
mentale U.  Nous  obtiendrons  ainsi  une  solution  fondamentale  particu- 
lière «2(^,7]  ;y),  telle  que  ——■  soit  nulle  pour  l  =  o.  Nous  appliquerons 

alors  la  formule  de  Ricmaun  à  l'intégrale  /  /  iu.,?(z)  —  z^,{u^)\dS 
et  au  domaine  ABNP  (fig-  16),  ce  qui  nous  donnera  une  formule  ana- 
logue à  la  formule  (6),  dans  laquelle  nous  pourrons  faire  disparaître 

( '  )  Tout  ceci  s'applique  aussi  aux  équations  (  1' )  du  paragraphe  63. 
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le  terme  en  -^,  dans  l'intégrale  relative  à  BN,  par  l'emploi  d'une 
fonction  auxiliaire.  Nous  obtiendrons,  en  définitive,  une  équation 
intégrale  en  -y=(o,  "/]). 

Si,   au  contraire,   nous  voulons  employer  la  deuxième   méthode, 
c'est-à-dire  calculer  ^(o,  y),   nous  partirons,   dans  les  approxima- 

tions(3)  du  paragraphe  78,  de  U„=  u,  [formule  (7),  p.  120]  et  nous 
remplacerons  U  par  L,,  premier  terme  de  U.  Nous  formerons  ainsi 
la  solution  m,  de  l'adjointe,  nulle  pour  ç  ^  o,  et  nous  pourrons  ensuite 
appliquer  la  formule  de  Riemann  au  domaine  ABnp\  mais  alors  il  fau- 
dra porter  son  attention  sur  la  transformation  de  l'intégrale  en  z(o,  r,)  : 
l'élément  différentiel  sera  encore  ici  de  l'ordre  de — ,•  Après 

avoir  éliminé  le  terme  en-^.  sur  BN,  nous  arriverons  encore  à  une 
ai 

équation  intégrale  en  -r^  (o,  y)),  analogue  à  l'équation  (i  1). 

Pour  démontrer  que  le  noyau  est  fermé,  nous  utiliserons  l'intégrale 

(étendue  au  domaine  limité  par  C'BCB') 

^//["(ê)'+^^»]^"^^'-îX,^,/'''»^"=°' 

-0  étant  une  solution  régulière  de  l'équation 

d'z  dz 

dr-  >)y 

nulle  sur  ABC,  A'B'C.  Mais  ici,  pour  pouvoir  tenir  le  même  raison- 
nement que  dans  le  paragraphe  68  et  montrer  que  z,  est  identiquement 
nulle,  nous  sommes  obligés  de  faire  l'hypothèse  que  c  est  négatif  ou 
nul.  On  peut  cependant  supposer  c  de  signe  quelconque,  à  condition 
que  le  contour  n'ait  pas  une  trop  grande  largeur,  en  utilisant  le  même 
artifice  que  dans  le  type  elliptique  (wo//- Picard,  Analyse,  1"  édition, 
t.  II,  p.  24).  Le  noyau  sera  fermé  pour  tout  contour  tel  que  la  somme 
des  valeurs  maxima  de  PN  et  de  PN'  {fig.  16)  soit  inférieure  à  —=, 
C  étant  le  maximum  de  |  c  |. 
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I.  Observations  sur  le  Chapitre  IV.  —  Les  problèmes  traités  dans  les 
Sections  1  et  III  de  ce  Chapitre  (formule  fondamentale,  problème  du  raccor- 
dement, problème  de  Cauchy)  deviennent  des  problèmes  relatifs  à  l'équation  de 

d^z        dz 

la  chaleur  as  ^  -r— r—  =  o,  quand  l'exposant  p  a  la  valeur  zéro,  c'est-à-dire 

ax^        or 

quand  (/=:  2.  Il  est  facile  de   vérifier  que  les    formules    générales   se  réduisent 

bien,  pour  q  =z  2,  k  celles  qui  figurent  dans  les  Chapitres  précédents. 

Envisageons,  par  exemple,  la  solution  fondamentale  U  de  la  page  109  :  on 
constate  aisément  que   \/t[  \\/d\  ,  (9)  +  I    ,  (9)1  =  e-V",  d'où  il  résulte  que,  si  A 

_,         et- g,' 
et  B  ont  les  valeurs  (4)  [p.  m],  U  se  réduit  à  [47r(  r  —  y))]    ^e    *t:)-^i  et  par 
suite  la  foraiule  (5)  devient  la  formule  fondamentale  (a)  du  paragraphe  1. 

De  même,  dans  la  solution  (16)   ou  (16')  du   problème  de  Cauchy  [p.  i35], 

faisons  7  :=  2.  En  remarquant  que  9),  et  -y-^  s'annulent  pour  x  ^  t,  la  for- 
mule (18)  montre  immédiatement  par  voie  de  récurrence  que,  [)0urr/^2, 
"f).(  ^1  4)  ^  —, — y — - — Tï—  <^t  '011  retrouve  ainsi  la  formule  (ly  )  (§  55  I. 

II.  Observations  sur  te  Chapitre  V.  —  Dans  la  foiniation  de  la  solution 
fondamentale  U,  pour  l'espace  par  exemple  (p.  il\2),  le  terme  U„  se  décompose 
en  une  intégrale  double  et  une  intégrale  triple.  On  peut  également  supposer 
que  U„  soit  représenté  par  l'intégrale  triple  seule,  car  la  décomposition 
inverse   montre  que    la   solution    L!^iU„    ainsi   formée   est   bien    solution    de 

5',(u)  =  o  (p.  i40- 

Indiquons  ici  également  un  procédé  de  limitation  plus  précis  que  celui  que 
nous  avons  utilisé  p.  189  et  i43.  Plaçons-nous  dans  le  cas  de  l'espace  et  posons 

p  ^  A/',  l  —  Ti  z^  [j.(y  —  ri)  :  on  constate  alors  que 

4(<-r,)       4(j-i)       4(7-0)1        f^('— H)J       4(/-T,; 

En  prenant  comme  variables  d'intégration  fj.  et  v  dans  la  dernière  intégrale  de 
la  page  142,  on  arrive  aisément  à  la  limitation  (a,  |3,  y  étant  des  nombres 
positifs) 

et  l'on  opérerait  de  même  pour  Uj. 

En  a|)pliquanl  cette  méthode  à  l'équation  Su  -\-  eu  =z  o,  on  constate  que 
U  =  Uoe"<''iî-^-J'>'^-i',  avec  |H|  <G,  C  étant  le  maximum  de  |  c|;  si  l'on  rem- 
place H  par  C,  on  obtient  la  solution  fondamentale  de  au  -H  C  m  :=  o. 
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Les    i-roupes  projcctifs  continus   réels   qui    ne   laissent 
invariante  (lacune   mu Itiplicilc  plane; 

Par  E.  C  art  an. 


J'ai  indiqué  dans  un  Mémoire  précédent  (')  comment  on  pouvait 
former  tous  les  groupes  linéaires  continus  ne  laissant  invariante  aucune 
multiplicité  plane.  Dans  ces  groupes  linéaires  les  paramètres  et  les 
variables  étaient  supposés  complexes.  Dans  ce  qui  suit,  je  m'occupe 
du  cas  où  les  paramètres  sont  réels,  ainsi  que  les  variables.  Je  suis 
amené  d'abord  à  résoudre  le  même  problème  pour  le  cas  intermédiaire 
où,  les  paramètres  étant  réels,  les  variables  sont  complexes.  Chaque 
groupe  (j  de  cette  dernière  espèce  à  n  variables  complexes  donne  alors 
naissance,  soit  à  un  groupe  réel  (1  à  n  variables  réelles,  soit  à  un  groupe 
réelG  à  in  variables  réelles;  on  est  dans  un  cas  ou  dansl'autresuivant 
que  le  groupe  ç^  laisse  ou  non  invariante  une  antiinvohuion  de 
première  espèce. 

J'indique  comme  application  la  composition  des  groupes  projcctifs 
réels  qui  ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane  et  qui  sont  à 
8  variables  (homogènes)  au.plus;  je  donne  les  indications  permettant 
d'étendre  ces  résultats  jusqu'à  12  variables,  et  il  n'y  aurait  aucune 
difficulté  à  les  étendre  à  un  plus  grand  nombre  de  variables. 

Les  résultats  obtenus  peuvent  avoir  aussi  leur  application  dans  la 
question  de  la  représentation  des  points  imaginaires  par  des  figures 

(')   Bull.  Soc.  ma/h.  France^  t.  XI^l,  1913,  p.  SS-gô. 

'9* 
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réelles  (').  D'une  manière  plus  précise,  le  problème  que  les  résultais 
obtenus  permettraient  de  résoudre  est  le  suivant  : 

Etanl  donné  1  dans  un  espace  à  points  complexes,  un  groupe  pro- 
jeclif  continu  F,  ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité  plane 
complexe,  représenter,  dans  un  autre  espace  réel,  les  points  com- 
plexes de  l'espace  donné  par  des  figures  réelles,  de  telle  sorte  que  par 
cette  représentation  le  groupe  V  devienne,  dans  le  nouvel  espace,  un 
groupe  projectif  réel  ne  laissant  invariante  aucune  mulliplirité 
plane  réelle. 

Ce  problème  admet  une  infinité  de  solutions.  .Findique  les  plus 
simples  dans  le  cas  du  groupe  projectif  général,  du  groupe  quater- 
nionien  et  des  groupes  hermitiens  de  l'espace  complexe. 

I. 

Nous  désignerons  par  la  lettre  (j  un  groupe  linéaire  et  homogène 
continu  à  variables  complexes  et  à  paramètres  ret'^;  ce  groupe  sera  dit 
d'ordre(réel)  rsi  ses  transformations  dépendent  de  /-paramètres  réels 
arbitraires.  Nous  désignerons  par  la  lettre  F  un  groupe  linéaire  et 
homogène  continu  à  variables  complexes  et  paramètres  co/;?p/('.res.' 
ce  groupe  sera  dit  d'ordre  (complexe)  r  s\  ses  transformations  dépen- 
dent de  /•  paramètres  complexes  arbitraires. 

La  transformation  infinitésimale  la  plus  générale  d'un  groupe  &' 
d'ordre  /-  est  de  la  forme 

où  e^  <?._., . .  .,  tv  sont  des  nombres  réels  arbitraires,  et  où  Z.y, . . . ,  Z^/" 
désignent  /•  transformations  infinitésimales  qui  ne  sont  liées  par  aucune 
relation  linéaire  à  coefficients  réels.  Les  coefficients  de  structure  c,^, 
du  groupe  sont  réels. 

(')  Citons  pour  orienter  le  lecteur  dans  les  reclierclies  récentes  relatives  à 
celte  question,  deux  Mémoires  déjà  anciens  de  C.  Sfcre,  Alti  delta  R.  Accaci. 
Torino,  t.  XW,  1889-1890,  p.  276,  43o,  592,  et  Malli.  Ann.,  l.  XL,  1892, 
p.  4i3. 
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A  ce  groupe  (J  on  peut  associer  le  groupe  T  dont  la  transformation 
infinitésimale  la  plus  générale  est  définie  par  la  formule  (i),  en  con- 
venant d'y  attribuer  à.  e,,e.^, . . . ,  e^  des  valeurs  complexes  arbitraires. 
Ce  groupe  F  peut  être  d'ordre  (complexe)  /•,  mais  il  peut  aussi  être 
d'ordre  inférieur  à  r.  Ce  dernier  cas  se  présentera  quand  il  existera 
entre  Z,  /,  . . . ,  Z^ /"  une  ou  plusieurs  relations  linéaires  à  coefficients 
imaginaires. 

Comme  les  transformations  Z,  /, . . . ,  Z^/ne  sont  définies  qu'à  une 
substitution  linéaire  près  à  coefficients  réels,  on  peut  supposer  que 
toutes  les  relations  linéaires  à  coefficients  imaginaires  qui  existent 
entre  Z,  /, . . . ,  Z^/se  déduisent  des  relations 


(/•  —  s  pair). 


ïr-J  +  i'/.rf     —o. 
Il  est  alors  facile  de  voir  que  la  Iransformatiori  infinitésimale 

e,t+,Z,<+i/+  (■,+,Z,+j/-H.  .  .-+-  c/Z,./ 
engendre  un  sous-groupe  invariant  y  de  (/.  On  a  en  effet 

(Z,,Z,,_^,,)  +  <(Z,,Z,+,)  =  o        (^-  =  1,2,  ...,/•), 

ce  qui  montre  que  (Z/,Z^^.,)  et  (Z^Z^+o)  sont  des  combinaisons  linéaires 
de  '^s+i/t  •  •  1  ^^r.f-  Toutes  les  transformations  de  ce  sous-groupe 
invariant  appartiennent  à  la  fois  à  d'  et  à  F. 

II. 

Si  le  groupe  (/ne  laisse  invariante  aucune  multiplicité  plane,  il  en  est 
de  même  de  F.  Or  on  sait  (')  que  tout  groupe  linéaire,  à  paramètres 
et  variables  complexes,  qui  ne  laisse  invariante  aucune  multiplicité 
plane,  se  décompose  en  un  certain  nombre  de  sous-groupes  invariants 
simples,  échangeables  entre  eux,  un  de  ces  sous-groupes  invariants, 
mais  un  seul  au  plus,  pouvant  être  le  groupe  à  un  paramètre  (complexe) 

(')  \l.  Cautan,  Ann.  Ec.  Norin..  3"  série,  l.  WVl,  1909,  p.  147- 
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engendré  par  la  transformation  inlhiitôsiniale 

En  conservant  les  notations  du  paragraphe  précédent,  on  voit  que 
le  groupe  F,  qui  est  engendré  par  les  transformations  infinitésimales 

Z,/,     Z,/,     ....     Z,/;     Z,^,/,     Z,,3/,     ...,     Z,_,/, 

se  décompose  dans  le  sous-gronpe  invariant  y  et  un  autre  sous-groupe 
invariant  F'  qu'on  peut  supposer  engendré  par  les  transformations 
infinitésimales 

Z,/. ,  y-j z,./-. 

Par  suite,  le  groupe  d' se  décompose  dans  le  sous-groupo  invariant  y 
à  paramètres  complexes  et  le  sous-groupe  invariant  (/  à  paramétres 
réels  engendré  par  les  transformations  infinitésimales 

Z,./\     Z,/,     ...,    7.J. 

Le  groupe  y  peut  lui-même  se  décomposer  en  sous-groupes  simples. 

Chaque  sous-groupe  invariant  y'  de  F'  est  défini  par  des  équations 
linéaires  en  <?,,  r.,,...,  e^.  Si  ces  équations  peuvent  être  écrites  de 
manière  à  avoir  des  coefficients  réels,  il  correspond  évidemment  à  y' 
un  sous-groupe  g'  de  (,"  et  l'on  peut  choisir  les  paramètres  de  y'  de 
manière  que  les  transformations  de  0-'  s'obtiennent  en  donnant  à  ces 
paramètres  des  valeurs  réelles  arbitraires. 

Si  les  équations  linéaires  en  r,,  ?%,...,  e^  qui  définissent  y'  ne 
peuvent  pas  être  écrites  de  manière  à  avoir  tous  leurs  coefficients  réels, 
il  existera  évidemment  un  autre  .sous-groupe  invariant  y'  de  F'  défini 
par  les  équations  complexes  conjuguées.  Ces  deux  sous-groupes  y'  et  y' 
ont  évidemment  la  môme  structure.  On  peut,  par  suite,  choisir  les 
paramètres  de  ces  deux  sous-groupes  invariants  de  F'  de  manière  que 
les  transformations  de  g'  s'obtiennent  en  donnant  aux  paramètres 
correspondants  de  ces  deux  sous-groupes  des  valeurs  imaginaires 
conjuguées. 

Il  résulte  de  là  que  les  sous-groupes  invariants  de  F  se  partagent 
en  trois  catégories  : 

Les  sous-groupes  de  la  première  catégoriesont  définis  par  des  trans- 
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formations  infinitésimales,  combinaisons  linéaires  de  Z,^., ,...,  Z^/. 

Les  sous-groupes  de  la  seconde  catégorie  sont  engendrés  par  des 
transformations  infinitésimales  indépendantes  qui  sont  des  com- 
binaisons linéaires  à  coefficients  réeis  de  Z,/, . . . ,  Z,y. 

Les  sous-groupes  de  la  troisième  catégorie,  conjugués  deux  à  deux, 
sont  engendrés  par  des  transformations  infinitésimales  indépendantes 
qui  sont  des   combinaisons  linéaires  à  coefficients  imaginaires  de 

Z|,/,  •  •  •  )    i^sj  • 

On  peut,  de  plus,  choisir  les  paramètres  de  ces  sous-groupes  de 
manière  que  les  transformations  de  q  s'obtiennent  en  donnant  aux 
paramètres  des  sous-groupes  de  la  première  catégorie  des  valeurs 
complexes  arbitraires,  aux  paramètres  des  sous-groupes  de  la 
seconde  catégorie  des  valeurs  réelles  arbitraires,  aux  paramétres  de 
deux  sous-groupes  conjugués  de  la  troisième  catégorie  des  valeurs 
complexes  conjuguées  arbitraires . 

D'ailleurs,  les  sous-groupes  de  l'une  ou  de  deux  des  trois  catégories 
peuvent  manquer. 

Les  transformations  infinitésimales  indépendantes  qui  servent  à 
définir  chacun  des  sous-groupes  invariants  de  F  ont  été  définies,  dans 
le  cas  de  la  première  ou  de  la  troisième  catégorie,  à  une  substitution 
linéaire  près  à  coefficients  complexes  ;  dans  le  cas  de  la  seconde  caté- 
gorie, à  une  substitution  linéaire  près  à  coefficients  réels. 

m. 

On  sait  former  tous  les  groupes  F  ne  laissant  invariante  aucune 
multiplicité  plane  (').  Si  l'on  connaît  les  structures  des  sous-groupes 
invariants  de  F,  on  construit  pour  chacune  d'elles  un  groupe  linéaire 
ne  laissant  invariante  aucune  multiplicité  plane.  Si  alors  on  désigne 
respectivement  par 


')  E.  Cartan,  Bull.  Soc.  mal/i.  France,  l.  XLI,  igiS,  p.  53. 
Journ.  de  Math.  (Ci'  série),  tome  \.  —  Kasc.  II,  1914. 
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lesvariables  transformées  par  chacun  de  ces  sous-groupes,  les  variables 
transformées  par  F  peuvent  être  désignées  symboliquement  par 

Xiy-jZi;...  (j  =:  I,  2,  ...,/>;  /  =  I,  2 q\  A  =^  i ,  2.  .  .  . ,  r  ;  .  .  .), 

en  ce  sens  qu'elles  sont  transformées  par  V  de  la  même  manière  que 
les  produits  XjyjZ^^. . .  sont  transformés  linéairement  entre  eux  quand 
on  effectue  respectivement  sur  les  x,  y,  z,  ...  une  transformation 
arbitraire  de  chacun  des  sous-groupes  donnés. 

Il  résulte  de  là  et  de  ce  quia  été  dit  au  paragraphe  précédent,  qu'on 
saura  construire  tous  les  groupes  (J  qui  ne  laissent  invariante  aucune 
multiplicité  plane  si  l'on  sait,  pour  chaque  type  donné  de  structure 
simple  (complexe)  d'ordre/-,  déterminerde  la  manière  la  plus  générale 
possible  r  transformations  infinitésimales  indépendantes  telles  que  les 
coefficients  de  structure  correspondants  soient  réels.  Une  telle  déter- 
mination définit  en  effet  un  groupe  à  r  paramètres  réels.  JNous  dirons 
que  deux  groupes  à  paramètres  réels  ont  la  même  forme  de  struc- 
ture si  l'on  peut  rendre  identiques  leurs  constantes  de  structure  par  une 
substitution  linéaire  à  coefficients  ?-éels  effectuée  sur  les  transfor- 
mations infinitésimales  indépendantes  de  l'un  des  groupes. 

A  chaque  type  de  structure  complexe  d'ordre  r  peuvent  appartenir 
plusieurs  y"o7'/7ît'5  de  structures  réelles  d'ordre  r.  On  connaît,  en  par- 
ticulier, toutes  les  formes  de  structures  réelles  qui  appartiennent  aux 
différents  types  de  structures  simples  (  '  )  ;  nous  y  reviendrons  plus  loin. 

Le  problème  de  la  détermination  des  groupes  G  qui  ne  laissent 
invariante  aucune  multiplicité  plane  estainsi  ramené  à  deux  problèmes 
déjà  résolus  :  i"  celui  de  la  détermination  des  groupes  F  qui  ne  laissent 
invariante  aucune  multiplicité  plane;  2"  celui  de  la  détermination  des 
formes  de  structures  réelles  appartenant  aux  différents  types  de  struc- 
tures complexes  simples. 

IV. 

Occupons-nous  maintenant  des  groupes  linéaires  réels,  c'est-à-dire 
des  groupes  continus  de  substitutions  linéaires  à  coefficients  réels  et  à 
variables  réelles.  Nous  désignerons  un  tel  groupe  par  la  lettre  G. 

(')  J'ai  effectué  cette  détermination  dans  un  Mémoire  qui  paraîtra  procliai- 
nement  dans  les  Annales  de  l'École  Normale. 
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Si  nous  regardons  les  variables  de  G  comme  des  quantités  complexes, 
nous  aurons  un  groupe  g.  Si  le  groupe  G  ne  laisse  invariante  aucune 
multiplicité  plane  (réelle),  le  groupe  g  peut  aussi  ne  laisser  invariante 
aucune  multiplicité  plane  (complexe),  mais  il  peut  en  laisser  inva- 
riante au  moins  une. 

Dans  le  premier  cas,  nous  dirons  que  g,  ou  tout  groupe  transformé 
de  g  par  une  substitution  linéaire  à  coefficients  complexes,  est  associé 
au  groupe  G.  Le  groupe  G  sera  dit  de  première  classe. 

Dans  le  second  cas,  soit 

les  équations  d'une  multiplicité  plane  invariante  par  g,  les  premiers 
membres  Zy,  z.,,  .. .,  z.,  étant  des  combinaisons  linéaires,  à  coefficients 
complexes,  des  variables  x,,  x.,,  ...,  x„  de  G.  Il  est  bien  évident  que  g 
laisse  aussi  invariante  la  multiplicité  plane  imaginaire  conjuguée  (') 

Les  2v  équations  (i)  et  (2)  sont  indépendantes;  sinon,  en  effet,  les 
équations  qui  se  déduisent  à  la  fois  de(i)  et  de  (2)  représenteraient  une 
multiplicité  plane  réelle  qui  serait  évidemment  invariante  par  G.  De 
plus,  n  =  2V,  sinon  l'ensemble  des  équations  (i)  et  (2)  représenterait 
encore  une  multiplicité  plane  réelle  qui  serait  invariante  par  G.  Enfin, 
le  groupe  g  ne  laisse  invariante  aucune  multiplicité  plane  autre 
que  (i)  et  (2),  sinon  on  en  déduirait  l'existence  d'une  multiplicité 
plane  réelle  invariante  par  G. 

Supposons  que  le  groupe  G  soit  engendré  par  les  r  Iransformations 
infinitésimales  réelles  indépendantes 

X,/     \,f,     ....     Xrf. 

En  exprimant  x,,  x.,,  ...,  x„  au  moyen  de  ;,,  ...,  z.,,  z,,  ...,  z.„  on 
aura  évidemment 

X,/=:Z,/-(-Z,/. 


x,/=z,/+z,./, 


(')  Dans  loiit  le  coiii-^  de  lailicle,  nous  désignerons  par  u  la  quanlilé  .mn- 
plexe  conjuguée  de  u. 


les  Za/ ne  dépendant  que  des  variables;,  les  'L^f  wç.  dépendant  que 
des  variables  z  et  ayant  des  coefficients  conjugués  de  ceux  des  Za/". 

Les  transformations  infinitésimales  Z, /",...,  Z,/ engendrent  un 
groupe  (|'' à  paramétres  réels  et  variables  complexes;  c'est  celui  qui 
indique  comment  (J  transforme  entre  elles  les  quantités  z^J  z^,  ...,  z^. 
Il  est  d'ordre  (réel)  /•,  car  si  les  transformations  Z,/,  ...,  Z^/ étaient 
liées  par  une  relation  linéaire  à  coefficients  réels,  il  en  serait  de  même 
de  Z,/,  ...,  Zr/et,  par  suite,  aussi  de  X,/,  ...,  X,./.  Il  ne  laisse  inva- 
riante aucune  multiplicité  plane;  si,  en  effet,  il  en  laissait  une  inva- 
riante, par  exemple  (ce  qu'on  peut  toujours  supposer) 

=  1  =  -»  =  •••  =  -/,=  o  (/;<v), 

le  groupe  G  laisserait  invariante  la  multiplicité  plane  réelle 


Le  groupe  (,'',  ou  tout  groupe  transformé  de  (/  par  une  substitu- 
tion linéaire  à  coefficients  complexes,  est  dit  associe  de  G.  Le  groupe 
G  sera  dit  de  seconde  classe. 

V. 

Nous  avons  associé,  dans  le  paragrapbe  précédent,  à  tout  groupe 
linéaire  réel  G  ne  laissant  invariante  aucune  muitipiicilé  [)lane  réelle, 
un  groupe  (que  nous  appellerons  ii'  dans  les  deux  cas)  à  paramètres 
réels  et  variables  complexes,  qui  ne  laisse  invariante  aucune  multipli- 
cité plane  complexe.  Ce  groupe  Çj'  est  défini  à  une  substitution  linéaire 
près,  à  coefficients  complexes,  effectuée  sur  les  variables. 

Si  le  groupe  G  appartient  à  la  première  classe,  le  nombre  des 
variables  de  y  est  égal  à  celui  des  variables  de  G.  Si  le  groupe  G 
ap{)arlient  à  la  seconde  classe,  le  nombre  des  variables  de  y  est  la 
moitié  de  celui  des  variables  de  G. 

Les  groupes  fj  ainsi  associés  aux  groupes  G  jouissent  de  propriétés 
caractéristiques  bien  différentes  suivant  que  G  est  de  première  ou  de 
seconde  classe. 

•1.  Supposons  d'abord  le  groupe  G  de  première  classe.  Si  l'on  con- 
serve d'abord  pour  ()'  les  variables  de  G  (considérées  dans  (,'  en  tant 
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que  complexes  au  lieu  d'clre  considérées  en  G  en  tant  (juc  réelles),  le 
groupe  (J  changera  deux  systèmes  (x)  et  (X)  de  valeurs  des  variables 
liées  par  les  relations 

en  deux  systèmes  de  valeurs  (x')  et  (X')  liées  par  les  mêmes  relations. 
Ces  relations  rentrent  dans  des  relations  plus  générales  de  la  forme 

(2)  X,,—^a/,ç,a:p, 

p  =  i 

qui  définissent  ce  qu'on  appelle  une  antihomograpliie  (').  Cette  anti- 
homographie est  une  opération  qui  fait  passer  des  quantités  (x-)  aux 
quantités  (X).  Dans  le  cas  particulier  (i),  cette  antiliomographie  est 
dite  une'antiiniolulion  parce  que,  si  on  l'effectue  deux  fois  de  suite, 
on  obtient  l'opération  identique. 

Il  est  bien  évident  que  si  l'on  effectue  sur  les  variables  de  (/  une 
substitution  linéaire  à  coefficients  complexes,  les  équations  de  l'anti- 
involution  ne  conserveront  pas  la  forme  simple  (i),  mais  prendront  la 
forme  plus  générale (2). 

Nous  pourrons,  en  nous  plaçant  au  point  de  vue  projectif,  étendre 
un  peu  le  sens  du  mot  anliiiwolulioii  en  donnant  ce  nom  à  toute 
antihomographie  telle  qu'effectuée  deux  fois  de  suite  sur  un  point  de 
coordonnées  homogènes  {x^,  ...,x„),  elle  redonne  ce  même  point. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  les  relations 

?=" 

2«ip^pA=/i  (/.■  =  !,  2,    ..  .,«)< 

p  =  l 
p  =  n 

p  =  l 

où  h  désigne  une  constante  réelle  différente  de  zéro. 

Remarquons  que  si  un  groupe  ç  laisse  invariante  l'antihomo- 
graphie  (2),   il  laisse  aussi  invariante  toutes  les  antihomographies, 

(')  Voir  C.  Segre,  Un  iiuovo  campa  di  ricerche  gcometricite  (Atti  délia  R. 
Accad.  Torino,  l.  XXV,  1889-1890,  p.  27O,  43o,  392). 
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identiques  au  point  de  rue  projerlif , 

P  =  i 

OÙ  À  est  un  facteur  constant  complexe  quelconque.  Pour  cette  nou- 
velle antiinvolution,  que  nous  ne  regarderons  pas  comme  distincte 
de  la  première,  la  constante  h  est  multipliée  par  le  facteur  positif  aX. 
Le  signe  du  nombre  réel  h  définit  donc  une  propriété  intrinsèque  de 
Tantiinvolution. 

L'intiinvolution  sera  dit»?  de  première  espèce  si  h  est  positif;  de 
deuxième  espèce  si  h  est  négatif.  L'antiinvolution  (i)  est  de  première 
espèce.  On  peut  encore  dire  qu'une  antiinvolution  de  première  espèce 
admet  des  éléments  doubles,  tandis  qu'une  antiinvolution  de  seconde 
espèce  n'en  admet  pas.  Les  éléments  doubles  sont  donnés  par  les  équa- 
tions 

(3)  Xk='l.'^akç,Xf  (Az=i,  2,  ...,/i), 

p  =  i 

OÙ  \  est  un  nombre  complexe  quelconque  admettant  pour  module  -j  • 

Les  éléments  doubles  sont,  au  point  de  vue  projectif,  indépendants  du 
choix  de  ce  nombre  complexe,  en  ce  sens  que  deux  systèmes  (3)  cor- 
respondant à  deux  valeurs  différentes  de  À  se  déduisent  l'un  de  l'autre 
en  multipliant  toutes  les  variables  a;^  par  un  même  facteur  (et  les  x-^ 
par  le  facteur  conjugué). 

Les  coordonnées  x,,  x.,,  ...,  x„  des  éléments  doubles  définis  par  les 
équations  (3)  peuvent  s'exprimer  linéairement  au  moyen  de  «  para- 
mètres réels  arbitraires  m,,  ...,  m„.    Si  l'on  substitue  aux  variables 

X ,  a;„  les  variables  M,,  ...,  u„  ainsi  définies,  il  est  évident  que  le 

système  (3)  prend  la  forme 

et,  par  suite,  l'antiinvolution  considérée  de  première  espèce  peut  tou- 
jours être  réduite  à  la  forme  canonique 

(4)  U,=  u,. 
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Si  le  groupe  ç  laisse  invariante  rantiinvolntion  considérée,  il 
deviendra,  avec  les  nouvelles  variables  U/,,  un  groupe  linéaire  à  coef- 
ficients réels,  car  la  transformation  infinitésimale 

'^      aup 

ne  laisse  invariante  Tantlinvolution  (4)  que  si  tous  les  coefficients  a^p 
sont  réels.  Le  groupe  réel  G  défini  par  les  mêmes  transformations  infi- 
nitésimales peut  donc  être  regardé  comme  le  groupe  qui  indique 
comment  y  transforme  les  éléments  doubles  de  l'antiinvolution  de 
première  espèce.  Bien  que  ces  éléments  doubles  puissent  être  définis 
d'une  infinité  de  manières  différentes,  l'argument  du  coefficient  A  des 
équations  (3)  étant  arbitraire,  on  obtient  néanmoins  toujours  le  même 
groupe  G  ou,  du  moins,  un  groupe  qui  lui  est  semblable  par  une 
substitution  linéaire  réelle  ('). 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  pour  qu'an  groupe  cj  qui  ne 
laisse  invariante  aucune  multiplicité  plane  puisse  être  regardé 
comme  associé  àun  groupe  G  de  première  classe,  il  faut  que  (J  laisse 
invariante  une  antiinvolution  de  première  espèce;  le  groupe  G 
indique  alors  comment  y  transforme  les  éléments  doubles  de  cette 
involution. 

2.  Supposons  maintenant  le  groupe  G  de  seconde  classe.  Dans  ce 
cas,  le  groupe  associé  ç  ne  peut  laisser  invariante  aucune  antiinvolu- 
tion de  première  espèce.  Sinon,  en  effet,  on  pourrait  faire  un  change- 
ment linéaire  de  variables  de  manière  à  réduire  celte  antiinvolution  à 
la  forme 

Za=^*  (A-=  1,2.  ..  .,v), 

et  le  groupe  G  laisserait  invariante  la  multiplicité  plane  réelle 

^k=^/c  (A=l,2,   ...,V). 

Donc,  si  un  groupe  ç  qui  ne  laisse  invariante  aucune  multiplicité 

(')  Cela  lient  à  ce  que  les  transformalions  infinilésimales  de  Ç,"  ne  cliangent 
pas  quand  on  y  remplace  les  varialdes  x^  par  px^.,  p  étant  un  facteur 
constant. 
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plane  (complexe)  est  associé  à  un  groupe  réel  G  ne  laissant  inva- 
riante aucune  niultiplicilc  plane  (réelle),  ce  groupe  G  est  de  première 
classe  si  Çj  laisse  invariante  une  antiim'olution  de  première  espèce, 
de  seconde  classe  dans  le  cas  contraire. 

VI. 

Il  nous  reste  à  démontrer  que  tout  groupe  (J  qui  ne  laisse  inva- 
riante aucune  multiplicité  plane  est  associé  à  un  groupe  réel  G,  et 
à  un  seul. 

1.  Dans  le  cas  où  (,'  laisse  invariante  une  antiinvolution  de  première 
espèce,  il  résulte  des  considérations  du  paratïraplie  précédent  que,  en 
réduisant  l'antlinvolulion  à  sa  forme  canonique,  les  coefficients  des 
équations  du  groupe  G  deviennent  tous  réels,  ce  qui  donne,  en  regar- 
dant les  variables  comme  réelles,  un  groupe  réel  G.  Ce  groupe  G  ne 
laisse  évidemment  invariante  aucune  multiplicité  plane,  réelle  ou  ima- 
ginaire, de  sorte  que  ç  est  le  groupe  qui  lui  est  associé. 

Pour  démontrer  qu'il  n'y  a  qu'un  groupe  réel  G  auquel  &'  soit 
associé,  il  suffit  de  démontrer  que  ç  ne  laisse  invariante  qu'une  anti- 
involution. En  effet,  si  d' laissait  invariantes  les  deux  antiinvolutions 
(ou  même  les  deux  antiliomographies) 


p  =  ' 


(0  Z<-=^aA.p-p 

p  =  i 

(2)  Zi,=  y^bkp:f 


(A'  =  I,  2,  . . . ,  «), 


p  = 


où  les  />^.p  ne  sont  pas  supposés  proportionnels  aux  a^.p,  le  groupe  Q 
laisserait  invariante  la  multiplicité  plane  (^si  elle  existe) 

(3)  ^aA.p^p=X^6A.p;;p  (/.— 1,2,  . ..,«), 

p=i  p=i 

OÙ  X  désigne  un  facteur  constant  arbitraire.  Il  est  évidemment 
possible  de  choisir  ce  facteur  de  manière  que  les  équations  (3)  se 
réduisent  à  moins  de  n  (sans  être  identiques).  Le  groupe  fj  laisserait 
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donc  Invariante  une  multiplicité  plane,  ce  qui  est  contraire  à  Thypo- 
thèse. 

2.  Dans  le  cas  où  g  ne  laisse  invariante  aucune  antiinvolution  de 
première  espèce,  les  considérations  du  paragraphe  IV  montrent  que  le 
groupe  G  auquel  il  est  associé  (si  le  groupe  G  existe)  est  simplement 
celui  qui  indique  comment  les  transformations  de  Ç'  écliangent  entre 
elles  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  /  des  variables  complexes 
de  (j.  Ce  groupe  G  est  donc  bien  déterminé.  Ri'-ciproqueinciit,  étant 
donné  un  groupe  (j' qui  ne  laisse  invariante  aucune  antiinvolution  de 
première  espèce,  le  groupe  G,  qui  indique  comment  Ç  transforme  les 
parties  réelles  et  les  coefficients  de  /  des  variables  de  y,  ne  peut  laisser 
invariante  aucune  multiplicité  plane  réelle.  Toute  multiplicité  plane 
réelle  invariante  peut,  en  effet,  se  mettre  sous  la  forme 

Le  groupe  Q  laisserait  évidemment  invariante  la  mullipUcité  plane 
obtenue  en  annulant  les  premiers  membres  de  ces  équations;  il 
faut  donc  qu'en  appelant  v  le  nombre  des  variables  z,  ces  premiers 
membres  contiennent  v  formes  indépendantes  (p>v).  On  ne  peut  pas 
avoir  p  =  v,  car  alors  le  groupe  y  laisserait  invariante  l'antiinvolution 
de  première  espèce 

lajkZ^—laj^.z/,  (yz=i,2 v). 

Enfin,  on  ne  peut  pas  avoir  non  plus  p  >  v,  car  alors  on  pourrait 
déduire  des  équations  (4)  des  équations  ne  contenant  que  les  z^  sans 
contenir  les  Z/^,  et  ces  équations  définiraient  une  multiplicité  plane 
complexe  évidemment  invariante  par  le  groupe  (,■,  ce  qui  est  contraire 
à  rhypotbèse. 

Le  groupe  G  ne  laisse  donc  invariante  aucune  multiplicité  plane 
réelle,  et  il  est  alors  évident  que  le  groupe  (j  est  bien  le  groupe  (jui  lui 
est  associé. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  i9i4'  ^^ 
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VII. 


L'analyse  précédente  montre  que  la  détermination  des  groupes 
réels  (î  qui  ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane  réelle 
revient  à  la  détermination  des  groupes  (f  qui  ne  laissent  invariante 
aucune  multiplicité  plane  complexe.  Il  y  a  une  correspondance  uni- 
voque  entre  les  uns  et  les  autres,  les  groupes  (J  qui  laissent  invariante 
une  anliinvolulion  de  première  espèce  correspondant  aux  groupes  G 
de  première  classe,  les  groupes  (,'  qui  n'en  laissent  aucune  invariante 
correspondant  aux  groupes  G  de  seconde  classe.  Nous  dirons,  pour 
abréger,  que,  dans  le  prenïier  cas,  le  groupe  (J  est  de  première  classe 
et  que,  dans  le  second  cas,  il  est  de  seconde  classe. 

La  détermination  des  groupes  (/  ayant  été  faite  précédemment,  il 
nous  reste  à  reconnaître  ceux  d'entre  eux  qui  laissent  invariante  une 
antiinvolution  de  première  espèce. 

Remarquons  d'abord  que,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il,  faut  que  Q  ne 
contienne  aucun  sous-groupe  invariant  simple  de  la  première  caté- 
gorie {\\).  L'existence  d'un  de  ces  sous-groupes  entraînerait  en  effet 
l'existence,  pour  ()',  de  deux  transformations  infinitésimales  de  la 
forme 

Si  donc  le  groupe  (,'  laissait  invariante  l'anliliomographie 
(n  Z,.  =  iai.^^p         (/■  =  i,2.  ...,/0, 

il  en  résulterait  que  chacune  des  équations 

;  =  1  p,<T 

;  p.  a 

serait  une  conséquence  des  équations  (i),  ce  qui  est  impossible. 
De  même,  (/  ne  peut  laisser  invariante  aucune  antihomographie  s'il 
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contient  la  transformation  infinilosimale 


'■(-I-i 


Il  n  étant  pas  réfl;  Féquation 

ne  pourrait  pas  en  effei  être  une  conséquence  des  équations  (i;.  Par 
suite,  le  groupe  F  associé  àq  ne  peut  admettre  de  sous-groupe  ini-a- 
riant  simple  à  un  paramètre  que  dans  la  seconde  catégorie,  et  alors 
ce  sous-groupe  est  engendré  par  la  transformation 

'  Oz.  "  dz,, 


Mil. 

Les  seuls  groupes  \{  qui  laissent  invariante  une  anliinxolulion  sont, 
d'après  cela,  engendrés  par  des  sous-groupes  invariants  simples  de  la 
seconde  et  de  la  troisième  catégorie. 

Considérons  de  nouveau  le  groupe  Y  à  paramètres  complexes  qui 
est  engendré  par  les  mêmes  transformations  infinitésimales  que  (,'; 
l'ordre  complexe  de  F  est  égal  à  l'ordre  réel  de  (,'.  Si  Z, /,  ...,  Z,./" 
constituent  un  système  de  transformations  infinitésimales  indépen- 
dantes de  (J,  la  transformation  infinitésimale  la  plus  générale  de  F 
est 

e,Z,/-He,Z,/4-...-+-e,.Zv/, 

où  <?,,  c^,  ...,  C'a  sont  des  nombres  complexes  arbitraires.  On  sait  que, 
si  l'on  part  d'une  transformation  infinitésimale  arbitraire  Z/  de  F  et 
si  l'on  calcule  les  racines  de  l'équation  caractéristique  correspon- 
dante, on  peut  choisir  les  varial)les  de  F  de  manière  que  chacune 
d'elles  ait  un  poids  déterminé,  ce  poids  étant  une  combinaison  linéaire 
à  coefficients  entiers  ou  fractionnaires  des  racines  de  l'écjualion 
caractéristique.    On   peut  toujours    supposer    que    Lf  appartient 
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à  (J  (').  S'il  en  est  ainsi,  ranfii/n^olution  que  le  a^roupe  ij  laisse  inva- 
riante doit  faire  correspondre  à  une  variable  d'un  poids  donnera 
une  combinaison  linéaire  des  varialdes  dont  le  poids  est  complexe 
conjugué  de  m\\\  y  aura  donc  en  particulier  autant  de  variables  du 
poids  nr  que  du  poids  conjuj^ué  gt. 

Nous  avons  déjà  vu  (III)  que  les  variables  de  (î'  peuvent  s'écrire 
symboliquement 

les  variables  auxiliaires  x  étant  transformées  par  le  premier  sous- 
groupe  invariant  simple  de  F,  les  variables_>'  par  le  second  et  ainsi  de 
suite.  On  peut  aussi  choisir  ces  variables  de  manière  que  chacune 
ait  un  poids  déterminé,  le  poids  de  la  variable  XjyjZi^...  étant  la 
somme  des  poids  des  variables  .r,,  yj,  Z;,. 

Déplus,  la  transformation  Z_/peut  toujours  d'une  manière,  et  d'une 
seule,  être  regardée  comme  la  somme  de  transformations  appartenant 
respectivement  aux  différents  sous-groupes  invariants ;*à  chacune  des 
parties  de  cette  somme  correspond  une  équation  caractéristique  rela- 
tive au  sous-groupe  invariant  correspondant  et  les  poids  des  variables 
auxiliaires  correspondantes  sont  des  combinaisons  linéaires  à  coeffi- 
cients entiers  ou  fractionnaires  des  racines  de  celte  équation  caracté- 
ristique. 

D'après  cela,  si  le  groupe  F  admet  deux  sous-groupes  invariants 
conjugués  Y  et  y  de  la  troisième  catégorie,  les  deux  équations  caracté- 
rislicjucs  correspondantes  n'admettront  que  des  racines  imaginaires, 
et  les  racines  de  la  seconde  seront  conjuguées  de  celles  de  la  première. 
Aux  poids,  imaginaires,  des  variables  auxiliaires  attachées  au  pre- 
mier sous-groupe  devront  correspondre,  si  le  groupe  (J  laisse  une 
antnnvolulion  invariante,  des  poids  imaginaires  conjugués  qui  seront 
nécessairement  les  poids  des  variables  auxiliaires  attachées  au  second 
sous-groupe.  II  faut  donc  que  les  poids  des  variables  auxiliaires  de  y 
se  déduisent  linéairement  des  racines  de  l'équation  caractéristique  de  y 

(')  En  ellel,  dire  que  la  transformation  Z/ est  arbitraire,  c'est  dire  (|ue  les 
coefficients  e,,  ...,erSonl  assujettis  à  ne  pas  satisfaire  à  certaines  équations 
algéliriques;  il  est  donc  possible  d'attribuer  à  ces  coefficients  des  valeurs 
réelles. 
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exactement  comme  les  poids  des  variables  auxiliaires  de  y  se  déduisent 
linéairement  des  racines  de  l'équation  caractéristique  de  y;  autrement 
dit  il  faut  que  les  deux  groupes  y  el  y  qui  entrent  comme  facteurs 
dans  le  groupe  linéaire  F  (^regardé  comme  produit)  soient  sem- 
blables {'). 

Réciproquement,  supposons  qu'il  en  soit  ainsi.  On  peut  toujours 
choisir  les  transformations  infinitésimales  indépendantes  du  ji^roupe 
simple  y,  de  manière  que  les  coefficients  de  structure  soient  réels;  on 
pourra  alors  déduire  les  transformations  infinitésimales  de  y  de  celles 
de  Y  en  remplaçant  les  variables  Xj,  de  y  pai"  des  variables y^  et  en 
remplaçant  les  coefficients  par  leurs  conjugués.  Le  produit  des  deux 
groupes  linéaires  ainsi  formés,  c'est-à-dire  le  groupe  qui  indique 
comment  sont  transformés  les  produits  JCjYk  quand  on  effectue  sur 
les  X  et  sur  les  j^  des  transformations  à  paramètres  conjugués,  admet 
alors  évidemment  Tantlinvolution  de  première  espèce'  représentée 
symboliquement  par  les  équations 

XjY,,  —  jc,,yj. 

En  résumé,  si  le  groupe  cj  laisse  invariante  une  a/itHmolution  de 
première  espèce  et  si  le  groupe  F  qui  lui  est  associé  comprend, 
regardé  comme  produit  de  groupes  linéaires  simples,  deux  groupes 
conjugués  de  la  troisième  catégorie,  il  faut  que  ces  deux  groupes 
simples  soient  semblables.  Celles  des  transformations  de  leur  pro- 
duit qui  font  partie  de  Q  forment  alors  dans  ce  cas  un  groupe  qui 
entre  comme  facteur  dans  \{,  et  qui  admet  une  anliiinolution  de 
première  espèce. 

IX. 

Considérons  maintenant  un  sous-groupe  invariant  simple  de  d'  qui 
soit  de  la  deuxième  catégorie.  Deux  cas  peuvent  ici  se  présenter.  Ou 
bien  l'équation  caractéristique  de  ce  sous-groupe  est  à  coefficients 
réels,  ou  bien  certains  de  ces  coefficients  sont  imaginaires. 

Dans  le  second  cas,   l'équation  à  coefficients  conjugués  est  néces- 

(')  Deux  groupes  linéaires  isomorphes  qui  ont  le  même  syslème  de  poids  sont 
en  eflfel  semblables  (voir  Bull.  Soc.  math.  France,  t.  XLI,  p.  59). 
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sairement  l'équation  caraclérisliquo  d'un  autre  sous-groupe  invariant 
simple  de  ff.  Les  deux  groupes  linéaires  simples  correspondants  qui 
entrent  comme  facteur  dans  (,' seront  dits  r^o/vetot/.ç.  Les  racines  de 
l'équation  caractéristique  de  chacun  de  ces  groupes  sont  toutes  ima- 
ginaires, sans  quoi  l'équation  caractéristique  de  T  aurait  des 
racines  doubles,  ce  qui  est  impossible.  On  peut  alors  faire  sur  ces 
deux  groupes  corrélatifs  le  même  raisonnement  que  celui  qui  vient 
d'être  fait  sur  les  groupes  conjugués.  Ces  deux  groupes  linéaires  cor- 
rélatifs doivent  être  semblables.  Réciproquement,  si  l'on  prend  deux 
groupes  linéaires  sim[)les  semblables,  à  paramètres  réels  et  variables 
complexes  (appartenant  nécessairement  à  la  même  forme  de  struc- 
ture), leur  produit  admet  une  antiinvolution  de  première  espèce. 

Reste  à  considérer  le  premier  cas  où  l'équation  caractéristique  d'un 
sous-groupe  simple  de  (J  (appartenant  à  la  deuxième  catégorie)  a  tous 
ses  coefficients  réels.  Il  se  trouve  que  tout  groupe  linéaire  à  para- 
mètres réels  et  variables  complexes,  appartenant  à  cette  forme  de 
structure,  laisse  imariante  une  antiimolution^  soit  de  première,  soit 
de  seconde  espèce.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  cette  propriété 
importante. 

Si  nous  l'admettons,  nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante  : 

Pour  qu'un  groupe  ij  qui  ne  laisse  imariante  aucune  multipli- 
cité plane  soit  associé  à  un  groupe  G  de  première  classe,  il  faut 
que,  si  Von  considère  les  groupes  simples  qui  entrent  dans  la  com- 
position de  g,  deux  groupes  conjugués  quelconques  de  la  troisième 
catégorie  soient  semblables,  ainsi  que  deux  groupes  corrélatifs 
quelconques  de  la  seconde  catégorie.  S'il  en  est  ainsi,  le  groupe  cj 
peut  être  regardé  comme  un  produit  de  groupes  linéaires  dont 
chacun  laisse  une  certaine  antiinvolution  invariante  ;  cette  antiinvo- 
lution ne  peut  être  de  seconde  espèce  que  si  le  groupe  facteur  est  un 
groupe  simple  de  la  seconde  catégo/'ic  qui  soit  son  propre  corré- 
latif. 

X. 

Pour  terminer  ces  généralités,  remarcjuons  (pie  le  groupe  produit 
de  deux  groupes  linéaires  aduiellaul chacun  une  antiinvolution  admet 


LES    GROUPES    PRO.IECTIFS    CONTINUS    RÉELS,     ETC.  167 

aussi  une  antiinvolution.  Si  en  eil'et 

X/^.  =  i «Ap Xp  (  A'  =  1 ,  2,  . . . ,  m  ) 

et 

Y;,=  2/^/,pyp  (/■  =  1,2,  ...,«) 

sont  les  équations  des  deux  antiinvolulions,  le  j^roupc  produit  admet 
rantiinvolution  , 

et  l'on  vérifie  facilement  que  le  nombre  caractéristique  /*  (V)  de  la 
troisième  antiinvolution  est  le  produit  des  nombres  caractéristiques 
des  deux  premières.  Par  suite,  la  troisième  antiinvolution  est  de 
première  espèce  si  les  deux  premières  sont  de  même  espèce,  de  seconde 
espèce  si  les  deux  premières  sont  d'espèces  différentes. 

Convenons  d'après  cela  d'appeler  indice  d'un  groupe  linéaire 
simple  qui  soit  son  propre  corrélatif  le  nombre  4- 1  si  l'antiinvolution 
que  ce  groupe  laisse  invariante  est  de  première  espèce,  le  nombre  —  i 
si  cette  antiinvolution  est  de  seconde  espèce.  On  arrive  alors  à  la 
conclusion  définitive  suivante  : 

Pour  quun  groupe  linéaire  (|',  qui  ne  laisse  invariante  aucune 
multiplicité  plane,  soit  associé  à  un  groupe  réel  G  de  première 
classe,  il  faut  et  il  suffit  : 

1°  Qu^ aucun  groupe  simple  de  première  catégorie  n  entre  dans 
la  composition  de  Ç; 

2"  Que  les  groupes  simples  conjugués  et  les  groupes  corrélatifs 
qui  entrent  dans  cette  composition  soient  semblables; 

3°  Que  le  produit  des  indices  des  groupes  simples,  qui  sont  leurs 
propres  corrélatifs,  soit  égal  à  H-  i  ; 

4"  Que  le  seul  groupe  simple  à  un  paramètre  qui  puisse  entrer 
dans  la  composition  de  (j  suit  engendré  par  la  transformation  infi- 


nitésimale u  -r- 
ou 


XI. 


On  sait  que  tout  groupe  linéaire  simple  F,  qui  ne  laisse  invariante 
aucune  multiplicité  plane,  peut  être  obtenu  par  la  multiplication  de 
groupes  fondamentaux  ;  ces  groupes  sont  en  nombre  /  (rang  du 
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groupe  F)  et  chacun  d'eux  peut  entrer  flans  la  composition  de  Y  avec 
un  exposant  entier,  positif  ou  nul,  quelcontjue. 

A  chaque  forme  de  structure  appartenant  an  type  de  structure 
de  r  correspondent  également  /  groupes  linéaires  (,'  fondamentaux.  Si 
Fun  de  ces  groupes  fondamentaux  n'est  pas  son  propre  corrélatif,  son 
corrélatif  est  encore  un  groupe  fondamental  :  c'est  une  propriété  que 
nous  admettrons  pour  l'instant.  ^ 

Par  suite,  si  un  groupe  linéaire  cj  est  associé  à  un  groupe  réel  de 
première  classe^  les  groupes  fondamentaux  corrélatifs  qui  entrent 
dans  sa  composition  doivent  figurer  avec  les  mêmes  exposants;  de 
plus,  la  somme  des  exposants  de  ceux  des  groupes  fondamentaux 
autocorrélalifs  d'indice  —  i  ,qui  entrent  dans  la  composition  de  (|' 
doit  être  paire. 

Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  les  diverses  formes  de 
structures  simples  et  les  groupes  fondamentaux  correspondants;  on 
verra  que  les  propriétés  annoncées  de  ces  groupes  sont  vérifiées,  à 
savoir  que  tout  groupe  fondamental  autocorrélatif  admet  une  anti- 
involution,  et  qu'à  tout  groupe  fondamental  non  autocorrélatif  cor- 
respond un  groupe  fondamental  qui  est  son  corrélatif. 

XII. 

Groupes  du  type  (A).  —  Les  groupes  fondamentaux,  à  paramètres 
et  variables  complexes,  du  type  (A)  sont  (')  : 

Le  groupe  linéaire  et  homogène  spécial  Yi  -''  n  variables  (groupe 
projeclif  de  l'espace  E„ . ,  )  ; 

El  les  groupes  linéaires  et  homogènes  y^,  y,,  . . .,  y„  ,  qui  indiquent 
comment  le  groupe  précédent  transforme  les  droites,  les  plans,  etc., 
de  l'espace  à  n  —  i  dimensions. 

Ces  groupes  sont  à  n- —  i  paramètres  complexes. 

Nous  avons  à  considérer  les  groupes  dépendant  de  n-  —  i  para- 
mètres réels  qui  se  déduisent  des  précédents. 

Ces  groupes  s'obtiennent  : 

i"  En  prenant  les  transformations  à  coefficients  réels  (groupe  pro- 
jectif  de  l'espace  réel  1%   ,  )  5 

(')  Huit.  Soc.  mal/t.,  l.  XLI,  p.  85. 
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2°  Dans  le  cas  de  //  pair,  en  prenant  les  transformations  linéaires 
complexes  qui  laissent  invariante  l'antiinvolution  de  seconde  espèce 

/groupe  projectif  quaternionien  de  l'espace  E^     \.  Nous  désignerons 

les  groupes  fondamentaux  correspondants  par  la  notation  x;'*'; 

3°  En  prenant  les  transformations  linéaires  complexes  qui  laissent 
invariante  une  forme  d'Hermite 

(groupes  projectifs  hermitiens  de  l'espace  E„_,).  iNous  désignerons 
les  groupes  fondamentaux  correspondants  par  la  notation  if'^'. 

Dans  le  premier  cas,  le  groupe  »•,  laisse  invariante  l'antiinvolution 
de  première  espèce 

X,-—Xi  (/=i,2,  .  .  .,n); 

les  autres  groupes  fondamentaux  f'„,  . . .,  /,'„_2  laissent  aussi  invariante 
une  antiinvolution  de  première  espèce;  tous  les  groupes  fondamentaux 
sont  autocorrélatifs  et  d'indice  i . 

Dans  le  second  cas,  le  groupe  i^''^'  est  évidemment  autocorrélalif 
et  d'indice  (—  i)". 

Dans  le  troisième  cas,  le  groupe  g'^"  est  corrélatif  du  groupe  gl^l^; 
il  n'y  a  de  groupe  fondamental  autocorrélatif  que  le  groupe  g"'  ,  si  /i 
est  pair.  Le  groupe  g'I"  laisse  en  effet  invariante  Yantirorrélalion 

(1)  X,  =  £,(/,, 

qui  fait  correspondre  au  plan  («,)  le  point  (X,).  Convenons  d'iden- 
tifier les  deux  variables  dualistiques 

qui  sont  les  coordonnées  d'une  même  multiplicité  plane  définie  soit 
par  k  —  I  points,  soit  par  n  —  k  —  i  plans  (à  «  —  i  dimensions). 
L'anticorrélalion  donne  alors 

(2)  X,,,,..,,j=  £,,£,,.  .  .£,»",,,,...,,=  £,,«,.■  ■  .£,,(6.  +  i4+2-  •  -'n'i-  •  ■4)-'"-n^, ....„• 

(')   Nous  désignons  par  (/,,  tj,  .../„)  le  nombre  dz  i   suivant  que  la  permu- 
talion  des  indices  i ,  2, . . .,  /(  est  paire  ou  impaire. 

Journ.  de  Math.  (()■  sùiie),  tome  X.  —  Fdsc.  II,   191',.  22 
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Supposons  alors  n:=ik\  les  variables  x,^,_  ,^  sont  les  variables 
transformées  par  le  groupe  ^ff^f  et  ce  groupe  laisse  invariante  l'anti- 
involulion  définie  par  les  équations  (2).  Comme  on  a 

on  voit  que  l'indice  de  cette  antiinvolution  est 

£,£,...£„(-!)*. 

Donc,  (lan.s  le  Iroisiènic  cas,  on  a,  si  /t  est  pair,  un  groupe  g'f  auto- 
corrélatif  dont  l'indice  est 

{— i)'£,£2...e„. 

Si  n  =  1,  le  groupe  g"'''  se  confond  avec  le  groupe  g'^'  :  il  est  auto- 
corrélatif d'indice  —  i 

XIII. 

Groupes  du  type  (C).  —  Le  groupe  fondamental  Yi  à  paramètres 

et  variables  complexes,  est  celui  qui  laisse  invariante  la  forme  bilinéaire 

alternée  (') 

[x,a-_,]  4-  [a:.iX_^]  +.  .  .H-[j;,.r_,]  (^ia). 

Le  groupe  y^  (a  =  2,  3,  ...,  /)  est  celui  qui  indique  comment  y, 
transforme  entre  elles  la  forme  alternée  [a;, ar^  ...  a\\  et  celles  qui 
s'en  déduisent  par  les  transformations  de  y,.  Ces  groupes  sont  à 
1(^1  l -\-  \)  paramètres  complexes. 

Les  groupes  à/(2/  +  i)  paramètres  réels,  qui  se  déduisent  de  y, , 
sont  : 

Dans  le  premier  cas,  le  groupe  ^,  formé  des  transformations  de  y, 
dont  les  coeflicienls  sont  réels.  Il  laisse  invariante  une  antiinvolution 
de  première  espèce,  ainsi  que  tous  les  groupes  i.'^  correspondants. 
Tous  ces  groupes  ont  pour  indice  i . 

Dans  Le  second  cas,  le  groupe  g'^'  formé  des  transformations  com- 
plexes qui  laissent  invariante  la  forme  d'Hermite 

£,(a:,  j,H-a?_,a?_,)-+-  ti\XiXi->r  x^iX^^)  +  .  .  .+  £/(x/a;/-t- j-_,x_/)  ; 
(')  fiull.  Soc.  math.,  t.  XLI,  p.  89. 
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elles  laissent  aussi  invarianli  l'anliinvolution  de  seconde  espèce 

X,  =  £,vr_,,  X_,=: — £,ar,; 

l'indice  du  groupe  g^^'  est  alors  égal  à  (  —  i  )". 

XIV. 

Groupes  du  lype(\i).  —  Le  groupe  fondamental yo,  à  paramètres  et 
variables  complexes,  est  ici  celui  qui  laisse  invariante  la  forme  quadra- 
tique (') 

Ilestà/(2/+  1)  paramètres.  Les  groupes  fondamentaux  73,7,,  ...y/ 
indiquent  comment  y^  transforme  certaines  formes  alternées  de 
degrés  2,  3,  ...,  /  1  formées  au  moyen  des  variables  x.  Quant  au 
groupe  y,  il  est  à  2'  variables  et  indique  comment  y^^  transforme  entre 
elles  les  mutiplicités  planes 

•a^e„e ,£r^o-HSi'î^-£„E„...,€,'2;£,  +  ...+  EiSo..  .Bk^i,.t„...,ti^u-^k,H. ei-^£j  +  - •  •=  O. 

(î,  =  ±-). 

Pour  chaque  forme  de  structure  appartenant  au  type  (B),  le 
groupe  o-,,  à  l{il-\-  i)  paramètres  réels,  est  formé  de  transformations 
de  ya  qui  laissent  invariante  Tantiinvolulion  de  première  espèce 

Xo=5„,        X,  =  .r_„        X.j,—  x.j,        (t  =  ±i.  ..  .,  ±/(;  a  =  ±/i  +  i ±/), 

l'entier  h  pouvant  être  nul.   (le  groupe  g^  est  en  somme  le  groupe 
projectif  réel  d'une  forme  (juadratique  à  /  +  A  +  i  carrés  positifs  et 
/  —  h   carrés  négatifs.    Chacun  des  groupes    g^,  g^i  ...,  gi  laisse 
alors  invariante  une  antiinvolution  de  première  espèce 
Quant  au  groupe  ^,,  il  laisse  invariante  l'an tiinvolu lion 

Xe,  £,...£,  ^=  ^/i-i'h-s^/i-:,  ■  ■  ■  -<■'-'.,.- z, -Ei„£i,+, :/' 

où  le  produit  £^ _,£/,_;,.. .  se  termine  soit  par  £,   si  //  est  pair,  soit 
par  £„  =  £,£^...  £/,  si  il  est  impair.  On  trouve  alors  facilement  que 


l'indice  de  ^'■,  est  (—  1)     '     . 

On  peut  encore  dire  que  si  la  forme  quadratique  invariante  est  lie 

(')  Bull.  Soc.  math.,  l.  XLI,  p.  86. 
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caractère  o  (c'esl-à-dire  si  la  dilTércnce  cuire  le  nombre  de  ses  carrés 
positifs  el  celui  de  ses  carrés  négatifs  est  o),  l'indice  du  groupe  g^  est 

ô'  — 1 


XV. 

(iroupes  du  lype(ï)).  —  Le  groupe  fondamental  73,  à  paramètres  el 
variables  complexes,  est  ici  celui  qui  laisse  invariante  la  forme  qua- 
dratique (') 

Il  est  à  /  (2  /  —  r  )  paramètres  complexes. 

Les  groupes  t'oiidamentaux  7,,  Y..- •  •  •  V'  indi({uenl  comment  7^ 
transforme  certaines  formes  alternées  de  degrés  2,  3,  ...,/—  2,  for- 
mées au  moyen  des  variables  r.  Le  groupe  7,  est  à  2'"'  variables 

•l'£,e,...z,  (£,  =  ±1,  1Ij,  =  — I), 

et  indique  comment  73  transforme  certaines  multiplicités  planes  de 
l'espace  Eo/^,  dans  lequel  opère  7,.  Le  groupe  7^.  est  aussi  à  2'  ' 
variables 

et  se  déliuit  d'une  manière  analogue. 

A  chaque  forme  de  structure  appartenant  au  type  (D)  correspond 
un  groupe  ^'3,  à  /  (2  / —  i)  paramètres  réels.  11  est  formé  : 

Da/is  le  premier  cas,  des  transformations  de  7,  qui  laissent  inva- 
riante l'antiinvolulion  de  première  espèce 

X,:=;^_„  Xa=xa  {/ —  ±  i,  .  .  . ,  i^z  h;  x  =-±  h -{- i ,  .  .  . ,  ±  l), 

l'entier  //  pouvant  être  nul.  Ce  groupe  i,',  est  en  souime  le  groupe 
projectif  réel  d'une  forme  (juadratique  &  l  -\-  h  carrés  positifs  el  l  —  /i 
carrés  négatifs.  Chacun  des  groupes  i'j,  :,';,  .. .,  g/  laisse  alors  inva- 
riante une  antiinvolution  de  première  espèce.  Quant  au  groupe^',, 

(')  ISidl.  Soc.  mal/i.,  l.  \L1,  p.  <)i. 
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il  est  corrélatif  du  n;.,  si  h  est  impair  ;  si,  au  contraire,  //  est  pair,  il 
est  autocorrélatif  et  admet  l'antilnvolution 

•X.e„E, S)„£/,  ,  , £(=  ^1^3  •  •  •^lt—\^—t,.—  Z, E),  +  ,,   ...er 

//  î 

L'indice  est  ( —  i)-  =  ( —  i  )  •,  en  désignant  par  o  le  caractère  de 
la  forme  quadratique  invariante.  Il  en  est  de  même  du  groupe  ^'•o. 

Donc,  dans  le  premier  cas,  les  groupes  g\,...,g/  sont  auto- 
conjugués  et  d'indice  i;  les  groupes  gt  et  g\  sont  corrélatifs  l'un 
de  l'autre  si  o^2(mod.4);  Us  sont  autocorrélatifs  et  d'indice 

ô 

(—  i)*  si  os^o  (mod.  /j). 

Dans  le  deuxième  cas,  le  groupe  ^'•3,  que  nous  désignerons  par  ^î,*', 
est  formé  des  transformations  complexes  de  y.i  qui  laissent  invariante 
la  forme  quadratique 

J:',a-_,  4-  a-jJVj-H  .  .  .  -i-  X/X^i, 

el  la  forme  d'Hermite 

.r,  J'i  —  .r_|  .<-^,  +  ...-(-  .V/X, r_/a-_,. 

Elles  laissent  aussi  invariante  rantiinvolulion  de  seconde  espèce 

X,=  jc_,,         X_,  =  — Xi         (i  =  1,  2,  . . .,  0- 

Il  résulte  de  là  que  le  groupe  g^^  est  autocorrélatif  d'indice  (  —  \Y. 

Quant  aux  deux  groupes  ^f'  et  g'^\  ils  sont  corrélatifs  Tun  de 
l'autre  si  Z  est  impair.  Dans  le  cas  contraire,  ils  sont  autocorrélatifs; 
le  groupe  g^^  admet  l'antiinvolution 

X;,.e, ;,=  «-(—  I)        -     O^-î,,-;, -£,, 


et  cette  antiinvolution  est  de  première  espèce.  Il  en  est  de  même  pour 
le  groupe  g.^,  qui  admet  donc,  ainsi  que  g^,  l'indice  i . 

XVI. 

Contentons-nous  d'indiquer  les  résultats  dans  le  cas  des  types  (E), 
(F)  et  (G). 

Dans  le  cas  du  type  (E),  /  =  6,  les  formes  de  structures  réelles  se 
répartissent  en  deux  catégories  : 
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Dans  la  première  catégorie  (structures  de  caractères  G,  2,  —  22), 
chaque  groupe  fondamental  est  autocorrélatif  et  d'indice  i; 

Dans  la  seconde  catégorie  (structures  de  caractères  2,  —  i4,  —  78), 
les  groupes  gt  et  g-^  sont  corrélatifs  Vnn  de  l'autre;  il  en  est  de  même 
des  groupes  ir,  et  £■,,.  F^es  groupes  if^  et  g,-,  sont  autocorrélatifs  et 
d'indice  i . 

Dans  le  cas  du  type  (E),  /  =  7,  les  formes  de  structures  réelles  se 
répartissent  aussi  en  deux  catégories  : 

Dans  la  première  catégorie  (structures  de  caractères  7  et  —  2/)), 
tous  les  groupes  fondamentaux  sont  autocorrélatifs  et  d'indice  i; 

Dans  la  seconde  catégorie  (structures  de  caractères  —  5  et  —  i33), 
tous  les  groupes  fondamentaux  sont  autocorrélatifs.  Les  indices  des 
groupes  g, ,  g„g„  g,  sont  égaux  à  i  ;  ceux  des  groupes  g.,,  gi,  g,  à  —  i . 

Dans  le  cas  du  type  (E),  /  —  8,  tous  les  groupes  fondamentaux  sont 
toujours  aulocorrélatifs  et  d'indice  i. 

11  en  est  de  même  dans  te  cas  des  types  (F)  et  (G). 

\MI. 

Nous  allons,  comme  application,  indiquer  tous  les  groupes  linéaires 
simples  T  qui  ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane  et  qui 
sont  à  12  variables  au  plus,  ce  qui  permettrait  d'indiquer  la  formation 
de  tous  les  groupes  réels  (ï,  de  première  ou  de  deuxième  classe,  <|ui 
nelaisscntinvarianteaucunemultiplicitéplaneetquisontà  12  variables 
au  plus. 

rj-pe(\)  (/  =  .): 

•  "/''     à     P  +  i  variables         (pSn) 


Type 

(A)  (/=a): 

7i  et  y., 

à     3  variables 

7Ï  et  y= 

6         » 

Vi  72 

8 

/îety^ 

10         » 

Type 

(A)  (/=3): 

■/■  et  y. 

à     4  variables 

72 

6         » 

7?  et  73 

10         » 
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Type{K)  (/  =  4): 
y,  el  y;     à       5  variables 
y,  el  y,  lo         » 

T/pe  (A)  (/=5,6,  7,8,9   lo,  ii): 
y,  et  y/     à     /  +  i  variables 

Type{C)(l=i): 
y,      à     4  vaiiables 

yj  5    .      » 

y?      lo      » 

Trpe(C)  (/=:3,4,5,  6)': 
,  y,     à     2  /  variables 

7:r^e(B)  (/  =  3): 
y2  à  7  variables 
y,  8  » 

Type{B)  {l=li,5): 
y^     à     2/  H- 1  variables 

Type{D)  (/=4,5,  6)  : 
y3     à     2/  variables 

7>/>e(G)  (/=2): 
y,     à     7  variables 

XVIII. 

Nous  allons  maintenant  indiquer  la  composition  des  groupes  (,•  qui 
ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane  et  qui  sont  à  8  va- 
riables au  plus  ('  ).  Il  y  a  d'abord,  dans  le  cas  d'une  variable  : 

(')  A  cause  du  grand  nombre  de  cas  possibles  nous  n'indiquons,  pour  plus 
de  4  variables,  que  les  groupes, 0'  de  première  classe,  ce  qui  permet  la  détermi- 
nation de  tous  les  groupes  réels  G  à  8  variables  au  plus. 


lyt)  K.     CART.VN. 

i"  Le  groupe  à  un  paramètre  complexe  engendré  par  la  transfor- 
mation infinitésimale  ;  -^; 
uz 

2°  Le  groupe  à  un  paramètre  réel  engendré  par  la  transformation 

infinitésimale  (/*  +  ki)  z  -/■■ 
^  ^      Oz 

[jes  groupes  (,"  que  nous  allons  indiquer  maintenant  sont  supposés 
ne  contenir  aucun  sous-groupe  invariant  simple  à  un  paramètre  (com- 
plexe ou  réel).  Pour  avoir  tous  les  groupes  y  possibles,  il  suflirait  de 
faire  le  produit  des  groupes  suivants  par  l'un  ou  Tautrc  des  deux 
groupes  précédents  à  une  variable,  l'ordre  réel  serait  ainsi  augmenté 
de  deux  unités  ou  d'une  unité.  Les  seuls  groupes  nouveaux  qui 
sont  de  première  classe  proviennent  de  la  multiplication  d'un  groupe  (,' 
de  première  classe  par  le  groupe  à  un  paramètre  réel  z  -^■ 

ÎVous  faisons  précéder  d'un  astérisque  les  gro«apes  C|'  qui  laissent 
invariante  une  antiinvolulion  de  première  espèce.  Les  notations  se 
comprennent  d'elles-mêmes;  la  notation  ly,  y'I  indique  l'existence  de 
deux  groupes  simples  conjugués  de  même  structure,  à  paramètres 
imaginaires  conjugués;  la  notation  i,';,(B.,)  désigne  le  groupe  i'.,  du 
type  (B)  de  rang  ];  la  notation  :,':|(B,)  indique  le  groupe  isomorphe 
au  précédent,  qu'on  obtient  en  le  multipliant  cinq  fois  par  lui-même, 
au  sens  donné  à  cette  expression  dans  mon  Mémoire  du  Bulletin  de  la 
Société  mathématique ,  t.  XLI,  p.  G4;  enfin  la  notation  03(B4)x  vKCo) 
indique  le  produit  des  deux  groupes  à  paramètres  distincts,  glÇ^r) 
et  y'J(Co).  Rappelons  enfin  que  la  lettre  g  se  rapporte  aux  groupes  à 
paramètres  réels,  la  lettre  y  aux  groupes  à  paramètres  complexes. 

Groupes  ({  à  deux  variables  (3  x  .'!  =  9  cas)  : 

y(A,),  ordre  réel  6 

•^-(A,),  «         3 

Groupes  Ç  à  trois  variables  (7  x  3  =:  21  cas)  : 

y'(A,),  ordre  réel  6 

'^''(A,),  »  3 


y.(A,), 

j> 

3 
16 

8 

ff\'"{A„)  (deux  cas), 

» 

8 
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Groupes  ({  à  ij Italie  variables  (20  x  3  =  60  cas)  : 

■/MA,).  ordre  réel  6 

'.^^(A,).  ..  3 

A'<""(A,),  «  3 

yiCAs),  »  3o 

*i?i(A3),  »  i5 

gTi'>^.).  »  .5 

^'/"(Aj)  (trois  cas),  ..  if) 

71  (C2),  »  20 

V.(C.),  »  .0 

^*/"(Cj)  (deux  cas),  «  10 

y(A,)Xy(A,),  »  12 

y(A,)x^(A,),  »  9 

y(A,)x^('"(A,),  ..  9 

*!7,yl(A,),  »        6 

%°'(A,)x^(A,),  ..  6 

^(A,)X^-'")(A,),  »  6 

%-""(A,)x^-W(A,),       ,.  6 

Groupes  (j"  de  première  classe  à  cinq  variables  (G  cas)  : 
*^*( A,),  ordre  réel  3 

^-""*(A,),  .  »  3 

*^.(A0,  .'         24 

^^(Cs),  »         10 

*^'/"(C2)  (deu\  cas),         »  10 

Groupes  Q  de  première  classe  à  six  variables  (1 1  cas)  : 
*^^(A,),  ordre  réel  6 

V;(A2),  »        8 

'gii^i),  »         i5 

^/"(As)  (£i£2£3£i>  o,  deux  cas),         »  ..5 

*o-.(A,),  »         24 

*gl{C3),  »  21 

*^(A,)Xo-MA,),  »  6 

V(A,)X5'("i«(A,),  ..'         6 

V(A,)  x^,(A,),  »         M 

Groupes  (f  de  première  classe  à  sept  variables  (8  cas)  : 
*^'( A,),  ordre  réel   3 

*^(««(A,).  ..  3 

"osCBj)  (quatre  cas),         «         21 
*^i(Gj)  (deux  cas),  »  i4 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  X.  —  Fasc.  II,  i9i.'|.  2,1 
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Groupes  Ç  de  première  classe  à  /mit  xiariables  (23  cas) 


•é-UA.), 

ordre  réel 

3 

V.(A7). 

» 

63 

V.(Cv), 

» 

36 

' gii^i)  (deu\  cas  :  ô  =  i  ou  7). 

» 

21 

"gii^i)  (cinq  cas), 

» 

28 

>i(Aj)  X^j(As), 

» 

8 

V'/"(A,)x.5-^"(A,)(de«xcas) 

,          » 

8 

V(A,)X„-'(A,), 

» 

6 

V(Ai)x^,(A3), 

» 

18 

%"(A,)x„-,(C,), 

» 

i3 

%-'"MA.)x^o.'/.K.(A,), 

» 

6 

V"^'(A,)x^V"(A3), 

» 

18 

V"'(A,)Xê';">(C,)  (deux  cas) 

» 

i3 

V(A,)xiy,y|(A,), 

» 

9 

*^-(A,)x„-(A,)Xo-(A.), 

» 

9 

*„-(A,)x,:^("'(A,)XA'""(A.), 

» 

9 

Les  lésullals  précédents  pernietlent  de  déterminer  la  composition 
des  groupes  réels/;/-o/'É'C///Jî  G  des  espaces  E„(«f  7)  quinelaissentinva- 
riante  aucune  multiplicité  plane;  ces  groupes  proviennent  de  groupes 
linéaires  à  /î  +  1  variables  pour  lesquelles  on  peut  supposer  que  le 
grouj)e  (|'  associé,  ou  bien  n'admet  aucun  sous-groupe  invariant  à  un 
panunèlrc,  ou  bien  n'admet  que  le  sous-groupe  invariant  à  un  para- 
mètre  '-y;-  Nous  indiquons  ci-dessous  le  nombre  de  ces   groupes 

poui'  //  :-  I  I . 
Il  existe  : 

>  groupes  proieolifs  de  l'espace  E,,  à  savoir     i  de  i'°  classe  et     i   de  2' classe 
3  »  l'2,,        »  3  »  G  » 

1 1  » 

6 


8 


07  » 

16  » 

3/,  »  Es,        »        16  »  i"8 

9  » 


K„ 

» 

6 

» 

6 

1-5- 

Ko, 

„ 

1   1 

8 

K7, 

» 

23 

iîa, 

» 

16 

E„ 

» 

16 

E,o, 
fi.., 

» 

9 

4i 

34 
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XI  \. 

Nous  allons,  comiTie  seconde  application,  déterminer  louslesirroupes 
projeclifs  réels  qui  ne  laissent  invariante  aucune  multiplicité  plane  et 
qui  sont  isomorphes  soit  au  groupe  homographique  de  la  droite  réelle, 
soit  au  groupe  des  transformations  homographiques  de  la  droite  com- 
plexe qui  laissent  invariante  une  antiinvolution  de  seconde  espèce, 
soit  au  groupe  homograpliique  de  la  droite  complexe. 

Ces  trois  groupes  homographiques^,  g'''  et  y  sont  représentés,  en 
coordonnées  homogènes,  par  les  équations 

I  x',  =  ex,  -i-  dx^. 

les  coefficients  a,  b,  c,  fZ  étant  des  nombres  réels  arbitraires  dans  le 
premier  cas,  des  nombres  complexes  arbitraires  dans  le  troisième  cas, 
des  nombres  complexes  liés  par  les  relations 

f/=a,         c^ — b, 
dans  le  deuxième  cas. 

I.  Dans  le  premier  cas  le  groupe  G  le  plus  général  est  le  groupe  g^ 
qui  indique  comment  sont  tranformées  linéairement  les  expressions 


quand  on  effectue  sur  x,  et  x^  la  substitution  linéaire  (i)  à  coefficients 
réels.  A  un  autre  point  de  vue  on  peut  regarder  le  groupe  G  comme 
oelui  qui  indique  comment  sont  transformés  les  coefficients  réels  de  la 
forme  binaire 

(2)  «„.rf-^^u,.rP-'x,-h  /^  '  /^  -  '  )  u,x';'-xl  4-  •  ■  ■  +  UpX^, 

quand  on  efîectue  sur  ./;,  et  X2  la  substitution  linéaire  réelle  (1).  C'est 
le  groupe  projectif  réel  de  la  courbe  unicursale  normale  de  l'espace  E^,. 

II.  Dans  le  second  cas,  le  groupe  {j  associé  à  G  est  le  groupe  g^'f 
qui  indique  comment  sont  transformés  les  coefficients  complexes  de  la 
forme  (2)  quand  on  effectue  sur  x,  et  x^  la  substitution  linéaire  (i)  où 
l'on  suppose 

dT^a,         c  =  —  b. 
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Ce  groupe  (,'  est  de  seconde  classe  si  p  est  impair,  de  première  classe 
si/)  est  pair.  Le  groupe  réel  G  auquel  q  est  associe  est  donc  à  ■î{p  +  i) 
variables  si  p  est  impair,  &  p  -\-  i  si/)  est  pair.  Dans  ce  dernier  cas,  on 
obtient  les  variables  réelles  de  G  en  prenant  les  parties  réelles  et  les 
coefficients  de  /  des  variables  complexes  u  supposées  liées  par  les 
relations 

—  _  _  '_'_ 

"o='l,n  llt=Z—  l/,,_i,  II.,—  ll,,_.,  ...,  Il  ,^=  {—  l)- Il  1^. 

Le  groupe  G  au  nombre  minimum  de  variables  correspond  àyj  =  2  et 
à  la  forme  binaire 

iig.i]  -+-  2«|  j-,  .r,^-  «2 't'a         ("0=  u^.  Il,  —  —  Ui  ), 
c'est  le  groupe  projeclif  de  la  conique 

H,  —  «0  '/«  '^^  O, 

qui  s'écrit  encore,  en  coordonnées  réelles, 

''î  "*"  'i  "+"^'3=0  (  "0^  l'i  -H  à'.,,  lU=i  l'i  —  if.,.  Il,  :=  M'a). 

A  un  autre  [)oint  de  vue  on  retrouve  une  relation  bien  connue  entre  le 
groupe  des  rotations  de  l'espace  et  le  groupe  liomograpbique 

,  iix  -h-  b 


—  bx  -t-  a 


IIL  Dans  le  troisième  cas,  le  groupe  Q  peut  être  de  première  caté- 
gorie ou  formé  de  deux  sous-groupes  invariants  simples  de  troisième 
catégorie. 

1°  On  obtient  d'abord  le  groupe  (|',  ou  y'',  qui  indique  comment  sont 
transformés  les  coefficients  complexes  de  la  forme  binaire  (2)  quand  on 
effectue  sur  a;,  et  x.,  une  substitution  linéaire  à  coefficients  complexes. 
Tous  ces  groupes  (J  sont  de  seconde  classe  et  sont  associés  à  des 
groupes  réels  G  à  2(/)  -f- 1)  variables. 

2"  On  obtient  ensuite  le  groupe  (/,  ou  \  y'',  Y'\,  qui  iiuli(pie  comment 
sont  transformés  les  coefficients  complexes  de  la  forme  mixte 

(3)  y«,*-i-r-'^i/(  v^ 
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homogène  de  degré  p  en  a,-,  et  x.,,  homogène  de  degré  q  en  y^  et  y.,^ 
quand  on  efToctue  sur  x-,  et  x.,  une  substitution  linéaire  à  coefficients 
complexes,  en  cffectLiant  simultanément  sur  jKi  et j^.  la  substitution 
linéaire  à  coefficients  complexes  conjugués.  Les  premiers  groupes  (j' 
rentrent  d'ailleurs  dans  les  précédents  en  supposant  (y  =  o. 

Ces  groupes  y  sont  de  seconde  classe  û  p  ^q-^  ils  sont  de  première 
classe  si  yo  =  ^r;  dans  ce  cas  les  variables  de  G  sont  les  parties  réelles 
et  les  coefficients  de  i  des  variables  complexes  m,^  supposées  liées  par 
les  relations 

"//.=  "/.,■■ 

La  forme  mixte  (3),  égalée  à  zéro,  définit  dans  ces  conditions  une 

anliinvolution  réelle  de  degré  />,  le  point -y  étant  le  transformé  du 

point  — 

Les  groupes  G  au  nombre  minimum  de  variables  sont  au  nombre 
de  deux  : 

1°  Le  groupe  G  à  4  variables  qui  admet  pour  associé  le  groupe  y 
des  substitutions  linéaires  complexes  à  i  variables.  En  posant 

X,  -=  //,  +  j"«2,  .?•,  ^  (^3  -t-  /«i.  «  r=  a  +  iy.  . 

6  =:  (3  +  i(3',       e  =  y  -I-  iy' ,         d  :=o  +  ii', 

les  équations  de  ce  groupe  sont  : 

u[=^o'.u,  — y.'ii.2+^tis  —(3' «4, 
ii',^  x' II,  ■^- xii,  4- [3' «3 -t- (3 «j , 
Mj  =  y  (/,  —  y'  ;/.,  -I-  ott-^  —  ô'  u^, 
u\^y' u, -{- yu.j,   -i- o'tiz  -h  oit^. 

Ce  groupa  fournit  une  représentation  réelle  des  points  complexes 
d'unedroite.  Au  point  de  coordonnée  non  homogène  j:; +^'/ corres- 
pond dans  res[)ace  E,,  le  lieu  des  points  réels  satisfaisant  à  la  relation 

u,  -+-  iiu 

— r-^  ■=x  +yi, 

//3-t-  lUi, 

c'est-à-dire  la  droite 

u,  =  xu^  —  yu^, 
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Aux  points  complexes  de  la  droite  correspoiidciil  donc  dans  l'espace 
les  diverses  droites  de  la  congruence 

Toutes  ces  droites  rencontrent  deux  droites  fixes  imaijinaii'es  con- 
juguées. 

Toute  transformation  liomograpliique  de  la  droite  complexe  se  tra- 
duit dans  l'espace  par  une  transfoimalion  projcctive  laissant  celte 
congruence  invariante. 

2°  Le  groupe  G  à  4  variables  ([ui  admet  pour  associé  le  groupe  !*',  y!  et 
qui  indique  comment  sont  transformés  les  coefficients  de  la  forme  mixte 

(4)  "i-i-iJi-H  ("2+  m,,).r,jj+  («5—  «(/3)a-2y,  H-  «iXoi-j, 

quand  on  efîectue  sur  x,,  x.^  une  substitution  linéaire  à  coefficients 
complexes,  et  quand  on  effectue  simultanément  sur  y,,  y,  la  substi- 
tution à  coefficients  conjugués.  Les  transformations  de  ce  groupe  sont: 

«',  =  (5t*+ a'' )(/,-(-  2  («y  -h  s?'y')Hj-f-  2(ay'—  -/x')//,-^  (/'  +  y'-)"4, 
li'^—  («p  +  «'3')(/,H-  (ao  H-  x'o'-hpy  -+-  (3'y')«, 

-\-{xd' — ôa'  H- Py' —  y(3' )  «3  +  (yo  +  7'o')"4» 
u'^—i^a'—aZ')  li,^  {ôa.'—  xo'  -I- y|3'— (5y')   u^ 

-h  {xo  -+-  ct'ô'  —  (3y  —  (3' y') "3+  (o"/—  yo')u;. 

t/',  =(P2  4_  |3'2),/,+  2{;30  4-  P'Ô')M2  -f-  2(|3o'—  Ô5')(/3-f-  (Ô-+  à'-)«i. 

C'est  le  groupe  projeclif  réd  de  la  quadri(]Ui' 

(5)  ("2-f-  '"3)  {"2 '«3)  —  «1  "t^  Mj  +  ll'l «1  "i=  o. 

Ce  groupe  fournit  une  autre  représentation  réelle  des  jioints  com- 
plexes d'ime  droite.  Il  suffit  de  faire  correspondre  au  point  de  coor- 
donnée non  homogène  x  +  yi  la  forme  mixte 

l>i  -  (r  -4-yOi-2]  [  j'i  —  (-i^  — /' )  Jî]- 

c'est-à-dire  le  point 

(/,  li,+ itl^     «,■ — '"a     "i 

I    ^   — x-\-yi       — X — yi       x^+y- 

(|ui  appartieul  à  la  quadriijue  (5).  Cette  représcnlaliou  est  au  fond 
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identique  à  celle  par  laquelle  Riemann  représente  les  nombres  com- 
plexes par  les  points  d'une  sphère.  Toute  transformation  homogra- 
phique  de  la  droite  complexe  se  traduit  dans  l'espace  par  une 
transformation  projective  laissant  la  sphère  invariante.  Il  y  a  ainsi 
équivalence  entre  la  Géométrie  projective  de  la  droite  complexe  et  la 
Géométrie  non  euclidienne  hyperbolique  de  l'espace  réel. 

Les  coefficients  de  la  forme  (4)  sont  transformés  comme  les  coeffi- 
cients de  l'équation 

«i-^i/i+  ("2+  ''"3)-''ij'2+  ("2—  i'i3)Jc^yx-y  u,,a:2y-2=o, 

quand  on  effectue  sur  x,,  x.,  cl  y,,  y^  la  même  substitution  linéaire  à 
coefficients  complexes.  Cette  équation  di^Cinilune  antiinvolidio/i.  Il  y  a 
donc  correspondance  entre  les  antiinvolutions  delà  droite  complexe  et 
les  points  de  l'espace  réel.  Les  antiinvolutions  de  première  espèce 
sont  celles  pour  lesquelles  «^  +  m,  —  u,u^  est  positif,  les  antiinvo- 
lutions de  seconde  espèce  celles  pour  lesquelles  «J-f- «,  —  «,  ;/.,  est 
négatif.  Dans  la  représentation  de  Riemann  les  points  extérieurs  à  la 
sphère  représentent  les  antiinvolutions  de  première  espèce,  les  points 
intérieurs  celles  de  seconde  espèce.  Les  éléments  doubles  d'une  anti- 
involution  sont  représentés  par  les  poinls  de  contact,  avec  la  sphère 
de  Riemann,  du  cône  ayant  pour  sommet  le  point  représentatif  de 
l'anliinvolution. 

XX. 

Le  problème  résolu  dans  le  paragraphe  précédent  est  un  cas  parti- 
culier du  problème  suivant  : 

Etant  donné  un  groupe  projectif  d'un  espace  complexe,  repré- 
senter les  points  complexes  de  cet  espace  par  des  /Igures  d^un 
espace  réel,  de  telle  sorte  que  dans  ce  nouvel  espace  le  i^roupe  pro- 
jectif donné  reste  un  groupe  projectif  réel. 

Ce  problème  se  résout  facilement  par  les  mêmes  considérations 
lorsque  du  moins  les  deux  groupes  ne  laissent  invariante  aucune 
multiplicité  plane. 

Indiquons  la  solution  la  plus  simple  du  problème  dans  le  cas  où  le 
groupe  donné  est  le  groupe  projectif  général  de  l'espace  complexe  L„_,, 
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le  groupe  quaternionien  de  l'espace  Eo„_,  ou  l'un  des  jiioupos  hermi- 
tiens  de  l'espace  E„_ , . 

Dans  chaque  cas,  le  groupe  réel  (i  le  plus  simple  de  seconde  classe 
qui  soit  isomorphe  au  groupe  donné  de  l'espace  complexe  E„_,  se  déduit 
de  ce  groupe  lui-même  en  mettant  en  évidence  les  parties  réelles  et  les 
coefficients  de  i  des  coordonnées  homogènes  complexes  j;,,  x^,  ...,  x„. 
Soit 

Au  point  complexe  (x,,x\,  . . .  ,.c„)  correspond  dans  l'espace  réel 
Eon-i,  la  droite  lieu  des  points 

Lh  —  lin  —  l^  l'A .  V<.  r=  ).  V,,-  -+-  p.  II,. , 

où  A  et  u.  prennent  toutes  les  valeurs  réelles  possibles,  u^  et  (\.  ayant 
des  valeurs  données.  Par  cette  représentation  le  groupe  devient  un 
groupe  projeclif  de  l'espace  E^n-,. 

I.  Le  groupe  réel  G  le  plus  simple  de  première  classe  qui  soit  iso- 
morphe au  groupe  projectif  de  l'espace  complexe  E„^,  est  celui  qui 
indique  comment  sont  transformés  les  coefficients  de  l'iiyperquadrique 
réelle 

(l)  —  H,7,  .r,.r/,.  ^  O,  (/,/,=  «/,,, 

quand  on  etfectue  sur  les  x^  une  sui)stitution  linéaire  à  coefficients 
complexes.  Ce  groupe  G  est  un  groupe  projectif  dans  l'espace  E„,_,.  A 
un  point  complexe  (x)  de  l'espace  E„_,  on  peut  faire  correspondre  le 
plan  réel  de  l'espace  E„._,  défini  par  l'équation  (i).  A  un  point  réel 
deE„,_,  on  peut  faire  correspondre  l'hyperquadrique  (0,  qui  définit 
encore  si  l'on  veut  une  a/ilicorréla/io/i,  celle  qui  fait  coriespondre  au 
point  (x)  le  plan  d'équation 

lii,,,XiX/,  =  o. 

II.  Le  groupe  quaternionien  (,■  de  l'espace  complexe  E2„_|  est  formé 
des  transformations  projectives  complexes  qui  laisse  invariante  l'anli- 
involulion  de  seconde  espèce 

X,,_,  =  a:,,,         X;,  =  —  .rj,_,. 
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Le  groupe  (,'  le  plus  simple  de  première  classe  ayant  la  même  structure 
est  le  groupe  g'!^'  qui  transforme  les  droites  de  l'espace  Kn„^,  ;  il  admet 
Fanti-involution  de  première  espèce 

il  est  à  «(2«  —  i)  variables;  le  groupe  réel  G  auquel  il  est  associé  est 
aussi  à  n  (2R  —  i)  variables. 

Dans  le  cas  n  =  2,  le  groupe  réel  G  à  6  variables  est  au  fond  le 
groupe  projeclif  de  la  quadrique 

où  l'on  a 

■^'12  — —  -^'12  »  •^3'*'-—'^3't^  -^IS— --•^2i»  -^H^  *^23Î 

c'est  donc  encore  le  groupe  non  euclidien  de  l'espace  hyperbolique  Ej. 
Un  point  complexe  de  l'espace  E,  peut  être  représenté  dans  E5  par  la 
figure  réelle  formée  d'un  point  réel  de  la  quadrique  (:i)  et  de  deux 
multiplicités  planes  imaginaires  conjuguées  à  deux  dimensions  situées 
dans  le  plan  langent  à  la  quadrique  (2)  au  point  considéré. 

III.  Le  groupe  bermitien  (jde  l'espace  complexe  E„  ,  est  formé  des 
transformations  projectives  complexes  qui  laissent  invariante  Ihyper- 
quadrique 

£,  Xj.r,  +  £-2X2  J.'-::  -+-...-+-  £„  J'„  X„^  O. 

On  obtient  un  groupe  (J  de  première  classe  ayant  la  même  structure 
en  considérant  le  connexe 
(3)  Ia,A.j-,«A=o; 

quand  on  effectue  une  transformation  projective  bermitienne,  les  x, 
étant  regardés  comme  les  coordonnées  homogènes  d'un  point,  les  Uj, 
comme  celles  d'un  plan,  ce  connexe  est  changé  en  un  autre  de  coeffi- 
cients a^^.  On  obtient  ainsi  à  «-  variables  complexes  un  groupe  linéaire 
qui  laisse  invariante  la  multiplicité  plane 


et  l'anti-involution  de  première  espèce 

Journ.  de  Math.  (G*  série),  tome  X.  —  Kasc.  II,  i^i'|.  24 
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En  posant  donc 

'7,1  -t-  ajj-t-. .  .H-a„„=r  o,         aa-=Si^ka^,, 

on  obtient  un  groupe  linéaire  réel  G  à  «-  —  i  variables,  (jui  fournit  Ini- 
même  un  groupe  projectif  réel  de  l'espace  E„,_j  ('). 

Un  point  complexe  (x)  de  l'espace  l^^,  peut  être  représenté  par  une 
multiplicité  plane  réelle  de  Fespace  E„,_j  dont  les  écpialions  sont 

.3',  ./ ,  '  '  .r„      ' 

ces  équations  expriment  que  la  transformation  projective 

définie  par  le  connexe  (3),  laisse  invariant  le  point  (x). 

Dans  le  cas  n  —  4,  on  a,  si 

£,£5  £3  £4  =  I, 

un  autre  groupe  plus  simple  (j"  de  première  classe  en  formant  le 
groupe  g^^'\  C'est  au  fond  le  groupe  projectif  de  la  quadrique  de  Ej 
définie  par  Téqualion 

où  l'on  a 

Un  point  complexe  {x)  de  l'espace  E3  peut  être  représenté  par  a 
ligure  réelle  formée  d'une  multiplicité  plane  imaginaire  à  deux  dimen- 
sions, génératrice  de  la  quadrique  (4)  et  de  la  multiplicité  génératrice 
imaginaire  conjuguée. 

Dans  le  cas  n  ^=  6,  on  a  aussi,  si 

un  groupe  de  première  classe  G  à  20  variables,  au  lieu  de  35,  en  consi- 
dérant le  groupe  gf'. 

(')    Voir  E.  Studï,  Math.  A/iri.,  L.  LX,  igoj,  p.  36o. 
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Des  polynômes  invariants  par  une  substitution  Linéaire 

(RECTIFICATION); 
Par  Camilip.  JORDAX. 


La  Note  publiée  sous  ce  titre  dans  le  présent  Volume  (p.  97-104), 
contient  une  inexactitude  que  M.  H.  Hilton  a  eu  l'obligeance  de  nous 
signaler,  et  qu'il  est  nécessaire  de  rectifier. 

Un  polynôme  $  satisfaisant  à  l'équation  aux  dérivées  partielles 
D*  =  o,  n'est  pas  par  là  même  invariant,  parla  substitution  S,,  comme 
nous  l'avons  affirmé  par  inadvertance.  Il  n'est  donc  pas  vrai  qu'un 
polynôme  invariant  doive  se  décomposer  en  polynômes  isobares, 
invariants  séparément. 

En  particulier,  les  polynômes  X^jY^,  Z,,  de  la  page  io3  ne  sont  pas 
invariants,  mais  on  doit  les  remplacer  par  d'autres  polynômes  ^^,  y]^, 
SA  linéaires  comme  eux  par  rapport  aux  variables  d'indice  >  i  (mais 
non  isobares)  et  construits  comme  il  suit  : 

Posons  pour  abréger 

p_„p_^  P_  ■g|(-ri— ■ro)...[^,—  (/i  —  i)a^o1 

n  ! 

On  aura  évidemment 

■z'iP/i  =  [(J^i—  nx^)  -^-  /ij-(,]P„  =  {n  +  i)P„^_, -f-/i.roP„. 

D'autre  part,  le  changement  de  x^  en  x^  -+-  x^  accroît  P„  de  x^  P„_i. 
On  voit  dès  lors  que  le  polynôme 

Ik  =  -^a''  Jt  —  ^J--  P,  x^._J  4-  .  .  .  -I-  (—  I  )<-2xo  Pa-î  A-j 

+  (-  I  )"-'  [(A-  -  .)P,  4-  ^0  (A-  -  2)  P,_,  ] 

est  invariant  par  S,,  car  les  termes  de  son  accroissement  se  détruisent 
deux  à  deux,  sauf  les  suivants 

(-.)*-=XoP,._,^.  +  (-i)*-'-r„[(/r-i)P,._,4-(A--a)XoP*-,]- 
dont  la  somme  est  nulle  en  vertu  de  la  formule  récurrente  (i). 
Les  polynômes  ■/]<.,  Ç^  se  formeront  de  même. 
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Prix  Léon   Marie. 

(  FoNDK  PAU  Madame  Veuve  Lkon  Maiiie.) 


Ce  prix  est  destiné  à  récompenser  une  œuvre  iniport;inte  sur  les 
matières  qui  intéressent  la  science  actuarielle. 

Il  sera  décerné  tous  les  ans  par  le  Jury  spécial  (comprenant  les 
Membres  du  Bureau  et  de  la  Commission  de  contrôle)  et  proclamé  à 
l'Assemblée  générale  ordinaire  de  Tannée  suivante.  Il  ne  sera  pas 
divisé.  Son  montant  est  de  Soc*^''. 

Pourront  concourir  les  Ouvrages  imprimés  en  français,  parus  depuis 
cinq  ans  au  plus,  et  déposés  avant  le  i5  septembre  de  l'année  du 
concours. 

Ne  pourront  concourir  les  thèses  d'agrégation  à  Vlnstilut  des 
Actuaires  français. 

Institut  des  Actuaires  français, 
j,  rui:  Las-Cases.  Paris. 
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Sur   le  prohletiie  de    Diricliiet  ; 
l>AK  .1.   Le  roux. 


INTRODUCTION. 

Beaucoup  de  théories  malliéiiiatiques  et  de  problèmes  d'applica- 
tions conduisent  à  envisager  les  fonctions  qui  dépendent  de  toutes  les 
valeurs  que  prennent  des  fonctions  arbitraires  dans  un  certain  do- 
maine. Les  fonctions  de  cette  nature  ont  été  l'objet  de  recherches 
importantes  sous  des  formes  diverses  :  fonctions  de  lignes  de  Volterra 
et  d'Arzela,  fonctionnelles  de  M.  Hadamard. 

Les  valeurs  d'une  fonction  arbitraire  peuvent  être  considérées 
comme  constituant  un  ensemble  de  variables  indépendantes,  qui  cor- 
respondent, élément  par  élément,  aux  divers  points  d'un  domaine 
continu.  C'est  ce  que  nous  appelons  un  ensemble  continu  de  variables 
indépendantes,  sans  supposer,  d'ailleurs,  que  les  fonctions  arbitraires 
soient  elles-mêmes  continues. 

Lorsqu'on  se  borne  au\  fonctions  arbitraires  analytiques,  chacune 
des  fonctions  se  trouvant  définie  par  sa  valeur  et  celles  de  ses  dérivées 
en  un  point,  on  peut  prendre  ces  valeurs  pour  variables  indépendantes. 
Les  variables  considérées  forment  alors  un  ensemble  dénombrablo. 
C'est  le  cas  qui  se  présente  dans  la  théorie  analytique  des  équations 
aux  dérivées  partielles  (  '  ). 

La  théorie  des  fonctions  d'ensembles  infinis  continus  et  celle  des 
fonctions  d'ensembles  dénombrables  [)résentent  des  analogies  et  des 
propriétés  communes. 

Les  variables  d'un  ensemble  dénombrable  se  distinguent  lial)ituel- 
lement  les  unes  des  autres  par  des  indices  entiers,  simples  ou  mul- 

(')  Recherches  sur  les  éfjuatioiis  aux  dératées  parlielles  [Journ.  de  Math., 
5"  série,  l.  IX,  igoS,  p.  4o3). 

Journ.  de    Math.  (6'  série),  loiiie  X.  —   Kasc.  III,   nji^.  2J 
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tiples.  Ce  mode  de  nolalion  revient  à  faire  correspondre,  élément 
par  élément,  l'ensemble  des  variables  et  l'ensemble  des  nombres 
entiers.  On  peut  de  même  individualiser  les  variables  d'un 
ensemble  continu,  en  les  aft'ectant  d'indices  qui  dési;i;nent  les  points 
ou  les  coordonnées  des  points  qui  leur  correspondent.  Par  exemple, 
|)our  les  variables  d'un  ensemble  (z)  corrcs[)ondanl  aux  points  M 
d'un  espace  linéaire  (.x)  ou  superficiel  (x,  y),  on  emploiera  les 
notations  r„,  z^,  z,..,..  Les  indices  M,  x,  {x,  y)  interviennent  ici, 
non  pour  déterminer  les  valeurs  des  quantités  z,  comme  dans  la 
théorie  des  fonctions,  mais  simplement  pour  individualiser  les  va- 
riables en  les  distinguant  les  unes  des  autres. 

Dans  le  cas  d'un  nombre  limité  de  variables  j;,,  .'.,,  ...,  x„,  un 
système  déterminé  de  valeurs  attribuées  à  ces  variables  définit  ce 
qu'on  appelle  un  point  de  l'espace  à  n  dimensions.  Celte  conception  a 
été  étendue  au  cas  d'un  ensemble  infini  dénombrable. 

Dans  le  cas  d'un  ensemble  continu  (r),  correspondant  aux  points  M 
d'un  espace  (x),  un  ensemble  déterminé  de  valeurs  des  jj.  définit  une 
fonction  /(x)  des  points  de  l'espace  (./,).  La  fonction  de  l'indice  est 
donc,  pour  les  ensembles  continus,  Télément  analogue  au  [)oint  des 
ensembles  dénombrables. 

Nos  calculs  efieclifs  ne  peuvent  coiupi'cndre  cpi'un  noiulu'c  limité 
d'opérations,  elTecluées  sur  un  nombre  limité  d'éléments.  Nous 
•n'altcignous,  [)ar  le  calcul,  les  ensembles  infinis  que  par  l'intermé- 
diaire d'ensembles  finis  de  plus  en  plus  étendus  ou  de  plus  en  plus 
denses,  et  en  passant  du  fini  à  l'infini  par  des  considérations  de  con- 
vergence ou  de  continuité.  La  théorie  des  séries  et  des  fonctions 
convergentes  d'une  part,  la  définition  de  l'intégrale  définie  consi- 
dérée comme  limite  d'une  somme,  d'autre  part,  caractérisent  les 
procédés  employés  de[)uis  les  origines  de  la  Géométrie,  ])Our  sou- 
mettre au  calcul  les  ensembles  infinis  d'éléments. 

.l'ai  appliqué  dans  ce  Mémoire  les  considérations  (|iii  précèdent  à 
l'intégrale  de  Dirichlel  et  à  l'équation  de  Laplace. 

Considérant  l'intégrale  comnn^  la  limite  d'une  somme  finie,  j'ai 
étudié  la  variation  de  celte  somme.  Le  passage  à  la  limlle  suit  ainsi 
l'étude  de  la  variation,  au  lieu  de  la  précéder,  comme  dans  la  méthode 
ordinaire  du  calcul  des  variations.  L'un  des  avantages  de  ce  procédé, 
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c'est  qu'il  permet  d'envisager  les  cas  où  Finlégralc  limite  n'existerait 
pas.  D'un  autre  côté,  la  condition  de  minimum  s'exprime  par  un 
système  fini  d'équations  linéaires  ordinaires,  qu'on  peut  discuter  par 
les  procédés  élémentaires  de  l'Algèbre,  sans  s'occuper  des  conditions 
restrictives  qu'impose  l'emploi  du  calcul  intégral.  Pour  étudiei'  la 
forme  limite  de  la  solution  dans  le  cas  des  réseaux  de  densité  indéfini- 
ment croissante,  il  suffit  d'en  connaître  la  forme  pour  un  système  de 
régions  finies.  Je  me  suis  servi  de  régions  rectangulaires.  Pour  le  rec- 
tangle, le  système  de  nos  équations  linéaires  peut  cire  facilement 
résolu  sous  forme  finie,  et,  quelle  que  soii  la  discontinuité  des 
î)aleurs  données  à  la  frontière^  quand  le  réseau  est  très  dense,  les 
valeurs  trouvées  pour  les  inconnues  diffèrent  très  peu  des  valeurs 
correspondantes  d' une  fonction  harmonique. 

Ce  résultat  m'a  paru  présenter  un  certain  intérêt  pour  les  applica- 
tions à  la  Physique,  dans  l'hypothèse  de  la  constitution  discontinue 
de  la  matière. 

J'emploie  l'intégrale  de  Dirichletprincipalementpour  former  le  sys- 
tème d'équations  linéaires  servant  à  déterminer  les  solutions  appro- 
chées, plutôt  que  pour  démontrer  l'existence  de  la  solution  limite. 

Nos  calculs  sont  effectués  seulement  pour  le  cas  de  deux  variables, 
mais  la  méthode  est  applicable  quel  que  soit  le  nombre  des  variables 
indépendantes. 

■   CHAPITRE  I. 

l'iNTÉGHALE    de    DIRICIUJrr    CONSUjÉHÉE    CC/JIJIK    FACTEl'R    QUADRATIQUE. 

1.  Formation  des  réseaux.  —  L'intégrale  de  Dirichict  étendue  à 
un  domaine  (D)  du  plan  des  (a:',/) 

est  une  fonction  de  l'ensemble  infini  des  valeurs  arbitraires  attribuées 
à  la  fonction  m,  aux  divers  points  du  domaine.  Pour  trouver  dans  cet 
ensemble  infini  un  ensemble  fini  de  variables  indépendantes  qui  donne 
lieu  à  la  considération  delà  même  limite,  j'imagine  iju'on  couvre  le 
domaine  (D)  d'un  réseau  de  triangles.  Ce  réseau  devra  être  constitué 
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de  telle  façon  que  deux  Iriangles  ne  se  supcrpnsoiil  pas,  même  parliel- 
lement,  et  que  deux  triangles  continus  qui  onl  (mi  commun  une  por- 
tion de  côté  aient  aussi  en  commun  les  deux  sommets  situés  sur  le  côté 
considéré.  J'appelle  na'ud.s  du  réseau  les  sommets  des  triangles. 

A  chaque  nœud  M(./;, jk)  du  réseau,  je  fais  correspondre  une 
variable  indépendante  :;^,,.  A  tout  système  de  valeurs  de  ces  variables 
je  fais  ensuite  correspondre  une  fonction  ?/(,/•,  t),  qui  prend  sur  les 
nœuds  les  valeurs  considérées  ij^.,  et  qui,  à  Tintérieur  des  triangles, 
est  linéaire  en  x-,  y.  La  fonction  u(x,y)  serait  figurée  par  une  surface 
polyédrale  à  facettes  triangulaires.  A  la  frontière  du  domaine  on 
pourrait,  soit  remplacer  les  arcs  du  contour  par  leurs  cordes,  de 
manière  à  obtenir  des  triangles  rectilignes,  soit  conserver  les  arcs  de 
courbes  et  remplacer  les  faces  planes  de  la  surface  polyédrale  par  des 
surfaces  coniques  ou  d'autres  surfaces  appropriées.  Au  point  de  vue 
du  passage  à  la  limite,  quand  on  fait  croître  indéfiniment  la  densité  du 
réseau,  ces  divers  procédés  sont  d'ailleurs,  en  général  équivalents. 

2.  Expression  de  Vintégrale  de  Diric/i/cl  par  une  forme  qua- 
dratique. —  Considérons  un  triangle  du  réseau.  Soient  M(a:,  r), 
M,(a;,,  j'i),  M..,{x.,.,  y.,)  les  trois  sommets  et  :;,  r,,  z.,  les  valeurs  cor- 
respondantes des  variables  (r).  Le  plan  correspondant  serait  repré- 
senté par  l'équation 

Y 

■    y 

où  X,  Y,  Z  désignent  les  cooi'données  courantes.  J^'é(]u;ilion,  résolue 
par  rapport  à  Z,  prend  la  forme 

Z=/>X-(-7Y-i-r, 
en  posant 


P  = 


.yi 
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Nous  représenterons,  pour  abréger,  par  (y,  z),  (z,  x),(j:,y)  les 
déterminants  (jui  figurent  dans  ces  expressions,  et  nous  écrirons 

Les  axes  étant  supposés  rectangulaires,  et  le  triangle  M  M,  M., 
parcouru  dans  le  sens  positif,  l'aire  du  triangle  est  égale  à -(x-,  j' j. 
L'intégrale  de  Dirichlet  relative  à  la  surface  polyédrale  définie  plus 
haut  est  donc 

la  somme  2  étant  étendue  à  tous  les  triangles  du  réseau.  Cette  même 
expression  convient  même  à  la  frontière,  si  l'on  y  considère  seulement 
des  triangles  rectilignes.  Nous  étudierons  plus  loin  le  cas  des  triangles 
curvilignes. 

On  voit  que  l'intégrale  J(?/)  s'exprime  par  une  forme  quadratique 
des  variables  r,  , .  Nous  poserons 

(3)  i{u)-^V{z). 

3.  Réseaux  rectangulaires.  —  Parmi  les  réseaux,  je  considère  en 
particulier  ceux  qui  sont  formés  de  triangles  rectangles  égaux,  ayant 
deux  côtés  parallèles  aux  axes  de  coordonnées.  On  obtient  de  pareils 
réseaux  en  divisant  d'abord  le  plan  en  rectangles  égaux  par  des  paral- 
lèles aux  axes:  les  parallèles  à  Ox  étant  distantes  d'une  même  (|uan- 
tité  /*,  et  les  parallèles  à  Oy  d'une  même  quantité  /i;  on  coupe  ensuite 
chaque  rectangle  en  deux  triangles  par  une  diagonale.  Les  valeurs 
de  p  et  de  ^  des  formules  (i)  prennent  la  forme 

(4)  p  =  '^-"--'^y,       ,,  =  =^y-^-='y, 
et  la  forme  quadratique  F(  =  )  devient 

(5)  J(.)  :^  F(^)  =  ^  ^  [^"'^"-Ç  '^^^'  +  ^^""-'"y  '^^^']^'^-- 

Chaque  valeur  dep  ou  de  q  est  commune  à  deux  triangles  conligus. 
On  peut  donc,  dans  la  formule  (">),  supprimer  le  facteur  -  devant  le 
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signes,  pourvu  que  la  soninialion  soit  considérée  comme  s'étcndanl 
aux  côtés  des  Iriaui,d("s  parallèles  aux  axes,  et  non  plus  aux  triangles 
eux-mêmes. 

Si  l'on  suppose  enfin  //  =  A,  il  y  a  une  simplification  nouvelle,  et 

l'on  a,  on  supprimant  \c  fadeur-,  suivant  la  r('iuar(pie  ]ir('Tédcnle, 

•i.  Calcul  des  drrisèes.  —  Prenons  d'abord  la  formule  générale 
àe  p  Q\.  q  donnée  par  les  é<juations(i).  Nous  avons 

'  dz  {.r,  r)    '         Oz  ^     (x.i  )    ' 

d'où 

La  somme  S  s'étend  ici  à  tous  les  triangles  du  réseau  qui  ont  un 
sommet  au  point  M{x,y).  Dans  ces  triangles,  l'ensemble  des  côtés 
opposés  au  point  M  forme  un  contour  polygonal  fermé  (Ij)  entourant 

le  sommet  M,  et  l'on  reconnaît  iuimédialement  (lue  la  dérivée   - , 
se  ramène  à  l'intétrrale 


/ 


q  dx  —  p  (ly, 


évaluée  suivant  le  contour  (L).  Le  sens  du  parcours  est  déterminé 
par  la  condition,  déjà  exprimée,  que  les  déterminants  {x^y)  soient 
positifs.  Lorsque  le  nœud  M  est  situé  sur  le  contour  limite  du  do- 
maine (D),  la  ligne  (L)  n'est  plus  fermée:  elle  s'arrête  au  contour. 
Nous  voyons  paraître  ici,  avec  une  signification  intéressante,  une 
intégrale  qui  joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  fonctions  bai- 
moniques  :  c'est  l'intégrale  de  la  dérivée  normale.  Si  l'on  désigne 
par  cA  l'élément  d'arc  de  la  ligne  (L),  par  du  un  déplacement  infini- 
ment petit  suivant  la  normale  intérieure  à  cette  ligne,  on  a 

q  dx  -  p  dy  =  ^  ds. 
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La  formule  (8)  devient,  par  conséquent, 


<^FU)^  r  du 


OV{z)        r   du  _, 
as. 


Considérées  comme  fonctions  des  variables  r^,,,  les  dérivées  par- 
tielles de  la  forme  quadratique  V(z)  sont  des  formes  linéaires  dont  il 
est  utile  d'avoir  l'expression.  Il  sufiit  pour  cela  de  considérei'  la  partie 
relative  à  un  triangle  MM,M^.  l'osons 

MM,=  /-,,         MM,-r,,         MiM.,=  /-,,; 

désignons  par  h  la  hauteur  issue  du  sommet  M,  et  par  M,,  Mo,  les 
angles  à  la  base  du  triangle.  En  remplaçant  p  et  q  [)ar  leurs  valeurs 
dans  la  formule  (8),  on  trouve 

,  ''12  s,/-.,  C0SM.,+  C,''!  cosM, 


d'où  l'on  tire,  en  faisant  la  somme  des  expressions  semblables,  pour 
tous  les  triangles  ayant  un  souimet  en  M, 

Remanjuons  que  le  coefficient  de  ;,,,,  ^  -j-,  est  égal  à  la  somme 

des  coefficients  des  autres  variables  :;,  dans  la  seconde  somme  1,  et 
que,  de  plus,  si  les  triangles  du  réseau  n'ont  pas  d'angles  obtus,  tous 

les  coeiiicients,  — -. ,  sont  positifs. 

i>.  Forme  limite  des  dèri\'('es.  —  i'our  les  réseaux  particuliers  que 
nous  avons  considérés,  l'expression  de  la  dérivée  se  déduit  des  for- 
mules (5)  ou  (6).  Partant  de  la  formule  (5)  nous  avons,  pour  les 
nœuds  intérieurs  du  réseau, 

1  dF         A-  ,      A ,  , 

2  az^,y  II  '  h.  ' 


ou  encore 
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(.o) 


{£;=-"[   K^ 


La  forme  litniLc  de  cette  expression  fait  apparaître  le  premier  inenil)re 
de  l'équation  de  Laplace 


1  ^^ 

2  dix.v 


-  d.v  dy  I  -T — r  -+■  -r — -  I  =  —  rl.v  dy  ^11. 
■'  \<).c-        ()y-  I  ■' 


Enfin,  lorsque  le  point  M  est  situé  sur  la  frontière,  il  faut  encore 
modifier  cette  forme  limite.  Le  contour  (C)  étant  supposé  polygonal, 
soient  M^  elM,  les  deux  sommets  contigus  au  sommet  M.  La  ligne  (L) 
définie  plus  haut,  s'arrête  aux  souimets  M„  et  M,.  Appelons  (S)  Taire 
comprise  entre  la  ligne  L  et  la  portion  M,, MM,  du  [)olygone  fron- 
tière (C).  On  a,  dans  ce  cas, 

liin -7 1= —  /        -r-rtv —  /    /      \udx-dY. 

(Cl 

().  Cas  d(,'s  Iriart'^lcs  qui  ont  Icr/r  hase  à  la  froiilièrc.  —  Pour  les 
triangles  dont  la  base  est  formée  par  un  arc  de  frontière,  il  y  aurait 
lieu  de  modifier  légèrement  les  résultats  précédents,  si  l'on  voulait 
éviter  de  considérer  le  contour  cur\iligne  coniuie  la  liniilc  diiii 
contour  polygonal  inscrit. 


Soit  ( Jig-  1  )  le  triangle  M  M,  NL,  dont  la  hase  M,  \L  est  un  arc  de 
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courbe  rectifiable.  Nous  désignons  par  ds  la  difFérenlicUc  de  cet  arc, 
et  nous  supposons  définie  en  chaque  point  !M'(.i',y')  de  M,  M,  la 
valeur  'Q  d'une  fonction  continue   de  l'arc,  admettant  une  dérivée 

finie  j-'   Nous  déterminons  ainsi  une  ligne  {jQ  de  l'espace.  Imaginons 

une  portion  de  cône  ayant  pour  directrice  la  ligne  (-•^)et  pour  sommet 
un  point  S(.f,  y,  :)  qui  se  projette  en  M  sur  le  plan  xOy.  L'intégrale 
de  Dirichlct  I,  relative  à  ce  cône,  a  pour  valeur 

2^,,,,,,  {x'-x)dy'—{y'—y)d.x' 

On  peut  la  transformer  en  introduisant  des  coordonnées  polaires, 
le  pôle  étant  en  M.  Posons  MM'=  /•;  désignons  par  0  l'angle  de  MM' 
avec  une  direction  fixe,  par  v  l'angle  que  forme  la  tangente  en  M'  au 
contour  avec  la  direction  du  rayon  vecteur  MM',  et  par  ro  la  longueur 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  cette  tangente. 

L'intégrale  I  prend  la  forme 


r-d'cr —  2  /•(£  —  :;)  di  dr  -+-  (l  —  z)-ds- 


(.0  1  =  1/ 

et  l'on  trouve  ensuite 

ô\       r     (       ^        d^        \ds 
(12)  -T'~  U  — r-H  r-T-cosc    — 

Lorsque  la  densité  du  réseau  croit  indéfiniment,  /-tendant  vers  zéro, 

et  -y-  restant  inférieure  à  une  limite  finie,  le  terme  r-r-  cosp  devient, 
ds  '  ds  ' 

en  général,    négligeable.   La  forme  de  l'intégrale  exige,  pour  être 

applicable,  que  la  tangente  en  aucun  point  de  l'arc  M,  M,  ne  vienne 

passer  par  le  point  M,  ni  ne  tende  asymploliquement  vers  ce  point. 

7.  Conditions  de  mi ninium.  —  Supposons  qu'on  donne  les  valeurs 
des  variables  qui  correspondent  à  un  certain  ensemble  de  nœuds  (E). 
On  peut  alors  déterminer  les  variables  restantes  par  la  condition  que 
l'intégrale  F(^)  soit  un  minimum.  Nous  désignerons  par  ^,  y]  les  coor- 
données des  nœuds  du  premier  ensemble  (E),  et  par  !^(^,  y])  les  valeurs 
données  des  variables  correspondantes.   Les  inconnues  Zj^y  devront 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome  X.  —  Imsc.  III,  iju-  -^ 
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vérifier  le  système  linéaire 

('-')  -1 =  o, 

OZj-y 

dans  lecjuel  on  suppose  que  le  point  (j,^)  désigne  successivement 
tous  les  nœuds  qui  n'appartiennent  pas  à  l'ensemble  (E).  Ce  système 
contient  autant  d'équations  que  d'inconnues.  Il  admet  une  solution 
bien  déterminée,  car  le  déterminant  est  l'un  des  mineurs  principaux 
de  la  forme  quadratique  positive  F(:;),  lesquels  sont  tous  différents 
de  zéro,  puis(jue  la  forme  ne  s'annule  que  si  toutes  les  variables  z 
ont  des  valeurs  égales. 

8.    Forme  de  la  solution.  —   Les  équations  (i  3)  développées  pren- 
nent la  forme  suivante,  d'après  la  formule  (9)  : 


«>  --2Ï-2 


-I  /•■,  COSM2+  ;,r,  cosMi 

; — ^  O. 


Nous  supposerons  désormais  que  les  triangles  du  réseau  n'ont  pas 
d'angles  obtus.  Dans  ce  cas,  l'équation  (i/j)  résolue  par  rapport 
à  z-cy  donne  un  résultat  de  la  forme 

('5)  z,,,=^aiz„ 

OÙ  tous  les  coefficients  a,  sont  positifs  et  ont  une  somme  égale  à 
l'unité.  Les  variables  -,  correspondent  aux  nœuds  du  contour  poly- 
gonal (L)  défini  au  n"  4. 

La  formule  (i5)  montre  que  r^..,  est  compris  entre  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  des  valeurs  z,-.  Ce  résultat  correspond  à  la  propriété 
bien  connue  des  fonctions  harmoniques  dans  un  domaine  de  n'avoir 
ni  maximum  ni  minimum  à  l'intérieur  de  ce  domaine. 

Si  l'on  résout  le  système  (i4)  on  obtient,  pour  les  inconnues  j^  ,, 
des  valeurs  qui  s'expriment  en  fonction  linéaire  et  homogène  des 
quantités  données  "Qy.,, 

Lescoejficieiils  de  ce  développeineiil  sonl  tous  positifs  et  vérifient, 
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comme  ceux  de  la  formule  (i  5),  la  relation 
(17)  ^«(■a^.  7.  t>  ■'■/)=  I. 

En  effet,  si  l'on  élimine  la  variable  z^.,  en  la  remplaçant  par  sa 
valeur  (i5)  dans  les  équations  du  système  (i4),  les  équations  restantes 
jouissent  toujours  des  mêmes  propriétés  en  ce  qui  concerne  les  signes 
et  la  somme  de  leurs  coefficients.  L'élimination  de  toutes  les  inconnues, 
moins  une,  pouvant  ainsi  s'effectuer  par  substitutions  successives,  la 
proposition  énoncée  devient  évidente. 

De  cette  propriété  des  coefficients  il  résulte  encore  que  la  valeur 
de  s^.y  est  comprise  entre  la  plus  petite  et  la  plus  grande  des  valeurs 
données  "(^  ^. 

Par  conséquent,  si  les  nœuds  (^,  •/])  n'embrassent  pas  la  totalité  des 
nœuds  de  la  frontière  du  domaine  (D),  ce  sera  toujours  néanmoins, 
sur  l'ensemble  des  nœuds  (^,  •/]),  qu'on  trouvera  le  maximum  et  le 
minimum  de  -^  .,. 

La  forme  limite  du  résultat  précédent,  pour  les  réseaux  de  densité 
indéfiniment  croissante,  consiste  dans  le  fait  qp^u  ne  fonction  u,  har- 
monique dans  un  domaine  (D),  ne  peut  atteindre  son  maximum  ou  son 

minimum  dans  les  régions  de  la  frontière  où  la  dérivée  normale  -r- 

"  -^  cln 

serait  constamment  nulle. 

Lorsqu'on  emploie  la  forme  (12)  pour  certains  termes  de  la  dé- 
rivée, les  termes  correspondants  de  la  formule  (iG)  sont  remplacés 
par  des  intégrales  définies.  Cependant  les  propriétés  essentielles 
subsistent,  pourvu  qu'on  remplace  les  valeurs  "v  données  à  la  frontière 
par  des  valeurs  qui  en  diffèrent  très  peu  dans  les  réseaux  très  denses 

Ç' :=?-/•  4^  cosV. 
as 

On  reconnaît  d'ailleurs,  à  cause  des  propriétés  des  coefficients  a, 
que  si  l'on  remplace  les  C  par  des  valeurs  approchées  à  moins  de  £,  les 
valeurs  des  inconnues  ^^^^  qu'on  en  déduit  sont  elles-inèmcs  ap[)ro- 
chées  à  moins  de  i. 
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9.  La  solution  troiivi-e  donnr  hicn  le  minimum.  —  La  solution 
trouvée  donne  bien  le  minimum  de  l'intégrale  de  Dirichlet  pour 
toutes  les  surfaces  polyédrales  projetées  suivant  le  réseau  considéré 
et  ayant  les  mêmes  sommets  aux  nœuds  (H,  v]). 

Donnons  en  effet,  à  chaque  variable  r^,, ,  "H  accroissement  i;^ ,.  ; 
on  a 

F(.+^')  =  F(c)+y;^'^+F(c'). 


Dans  la  somme 

ù¥ 


les  termes  relatifs  aux  nœuds  de  l'ensemble  (5,  yj)  sont  nuls,  puisque 
nous  supposons  en  ces  points  z[.^  =  o  ;  les  termes  relatifs  aux  autres 
nœuds  sont  également  nuls,  en  vertu  de  l'équation  (  1 3).  La  forme  F(-') 
n'est  nulle  que  si  tous  les  z'  sont  égaux,  et  comme  ils  sont  nuls  sur 
l'ensemble  (H,  y]),  il  en  résulte  que  cette  forme  a  une  valeur  essentiel- 
lement positive,  à  moins  qu'on  n'ait  en  tous  les  nœuds 


Si  cette  condition  n'est  pas  réalisée,  on  a  donc  nécessairement 

Pour  une  fonction  u{x,  y)  admettant  des  dérivées  partielles  conti- 
nues, l'intégrale  de  Dirichlet  est  la  limite  de  l'intégrale  analogue 
relative  à  une  surface  polyédrale.  Par  conséquent,  s'il  existe  une 
pareille  fonction  pour  laquelle  l'intégrale  de  Dirichlet  atteint  effecti- 
vement son  minimum,  la  différence  entre  ce  minimum  et  la  fonction 
F(;:)  tend  vers  zéro  quand  on  fait  croître  indéliniment  la  densité  du 
réseau  et  que,  pour  chaque  réseau,  on  détermine  les  valeurs  des  z  par 
les  équations  (i3). 

10.  Im  forme  polaire  el  les  formules  de  Green.  —  Les  formules 
de  Green  peuvent  se  rattacher  à  la  considération  de  la  forme  polaire 
de  la  forme  quadratique  F(:;).  Soient  r^,,,  Z^,,.  deux  systèmes  de 
variables  correspondant  aux   nœuds  du   même  réseau;   u{x,y)  et 
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p(a;,y)  les  deux  fonctions  associées.  Considérons  la  forme  polaire 

^    '    '        1  j^     àz         1.  -^     àt 

En  y  remplaçant  les  dérivées  par  leurs  formes  limites,  y  compris  les 
termes  à  la  frontière,  nous  avons  les  formules  suivantes,  où  S  désigne 
l'aire  du  domaine  et  (C)  le  contour  frontière. 

=r  —  /    ;     «  Ac  d.r  dy  —  /     «  -—  ds  ; 
d'où 

La  formule  d'Euler  pour  les  fonctions  homogènes  quadratiques, 
se  traduit  par  l'identité 

Le  rôle  des  fonctions  de  Green  dans  le  calcul  des  fonctions  harmo- 
niques s'explique  si  Ton  remarque  que  la  forme  polaire 


ji: 


est  une  combinaison  linéaire  des  premiers  membres  des  équations  (i3). 
Si  l'on  veut,  par  exemple,  résoudre  ces  équations  dans  l'hypothèse 
examinée  précédemment,  où  l'on  donne  les  valeurs  des  inconnues  z^^y 
pour  un  ensemble  de  points  (^,  y)),  on  supposera  qu'on  ait 

<?,T1=0, 

de  manière  à  n'introduire  dans  la  forme  polaire  que  celles  des  dérivées 
partielles  -y^ —  qui  forment  les  premiers  membres  des  équations  (i3). 
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On  aura  donc,  dans  celle  hypolhèse, 

Il  resle  à  délerniiner  les  valeurs  reslanles  des  variables  t,  de  manière 
à  éliminer  toules  les  inconnues  z,  sauf  celle  que  l'on  veul  calculer, 
soil  par  exemple  -,„,,•  Pour  cela,  il  suffil  qu'on  ail 

()F    _ 

pour  lous  les  nœuds  (x,  y),  sauf  pour  le  nœud  {■'■o,y„)-  En  ce  dernier 
nœud,  on  pourra  supposer 

dF    _ 

On  reconnaît  facilemenl  sous  celte  forme  les  conditions  ordinaires 
qui  déterminent  la  fonction  de  Green  pour  le  problème  que  nous 
considérons. 

La  considération  de  la  forme  polaire  fournit  aussi  la  relation  iden- 
tique qui  existe  entre  les  formes  linéaires  dérivées  -77-  La  forme  qua- 
dratique F(/)  s'annule  identiquement,  ainsi  que  toutes  ses  dérivées 
partielles  du  premier  ordre,  quand  on  donne  aux  variables  t  la  même 
valeur,  par  exemple 

On  déduit  de  celte  remarque,  à  cause  de  la  réciprocité  des  formes 
polaires, 

dF 


2at 
d7 


CHAPITRE  II. 

ÉQUATION    AUX    DIFFÉRENCES    DES    RÉSEAUX    RECTANGULAIRKS  RÉGULIERS. 

11.  Nous  allons  maintenant  étudier  spécialement  le  cas  des  réseaux 
formés  comme  nous  l'avons  indiqué,  à  l'aide  de  rectangles  égaux  ayant 
leurs  côtés  parallèles  aux  axes  de  coordonnées. 


SUR    LE    PROBLÈME     DE    DIHICHLET.  2o3 

D'après  la  formule  (lo),  les  équations  linéaires  à  résoudre  se 
ramènent  à  la  forme 

Pour  //  =  k,  réquation  se  simplifie  encore  et  devient 

(•9)  'l-j;o  —  '.t-h.y  —  ^x+/i,y —  -x.y-A —  ^x,y-i-k=^  O. 

En  écrivant  les  équations  de  cette  forme  pour  chaque  nœud  (x,y), 
on  forme  un  système  d'équations  linéaires  dont  nous  avons  étudié 
plus  haut  les  propriétés  générales.  Mais  on  peut  aussi  envisager 
chacune  de  ces  équations  comme  une  équation  aux  différences  finies 
et  chercher  à  la  résoudre  pour  toutes  les  valeurs  réelles  des  variables 
X  ely.  Nous  déterminerons  ainsi  des  fonctions  dont  les  valeurs  sur  les 
nœuds  du  réseau  vérifieront  les  équations  linéaires  considérées;  nous 
leur  donnerons  le  nom  de  fondions  d'interpolation. 

12.  Nous  commencerons  par  calculer  des  solutions  simples  de 
l'équation  aux  différences  (i8). 

Posons 

£  y 

(20)  5^.,.  z=  «''('*, 

«  et  p  étant  des  constantes. 

En  écrivant  que  cette  expression  vérifie  l'équation  (i8),  on  trouve 
entre  u  et  v  la  relation 

(a,)  i_(,_„_i)  +  J_f,_-._l)^o. 

Soient 
la  relation  (21)  devient 

17^ -^ ^^  =  «- 

Nous  poserons  donc 

u — '-T  =  t/i.        i' — \— .('.';  : 
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d'où 

«':=  y'i  -+-  t-h-  -i-  l/i,  i'  =  \/i  +  t'-/,'-—  l' k. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (22),  on  a 

(23)  t'-->rt'-=0. 

Nous  prenons 

ce  qui  nous  donne  les  expressions  de  u  et  de  r  sous  la  forme  simple 

Il  =  (;/  r  4-  i- h-  -h  lli  )', 

('  —  (y^l  —  L-l{-^  -H  itk)'. 

De  là  nous  tirons  enfin  l'expression  de  ^j^. 

(  24  )  --x,y  =  {\J\  +  t-lr  +  </i  )  ''  (v/i  -^-/.-^  4-  «7/.  )  * . 

Le  paramètre  <  peut  prendre  des  valeurs  réelles  ou  imaginaires. 
Toute  combinaison  linéaire  d'expressions  de  la  forme  (24)  est  une 
nouvelle  solution  de  l'équation  (18).  Telle  serait  l'intégrale 

dans  laquelle  la  fonction  /(/),  ainsi  que  le  domaine  d'intégration, 
sont  arbitraires. 

15.  Polynômes  satisfaisant  àVéquation  aux  di/fcrcnccs.  —  Parmi 
les  diverses  intégrales  qu'on  peut  déduire  ainsi  de  la  formule  (24)  je 
signalerai  les  polynômes  à  cause  de  leur  forme  intéressante,  bien  que 
je  n'aie  pas  à  en  faire  l'application  dans  la  suite  de  ce  travail. 

Posons,  en  désignant  par/>  un  nombre  entier  positif, 

)    ,À,.(-''. /') ^ x'[x'-i,') {.c'--\ir-)...{.i---{p  —  iy-ir), 

Ces  expressions  satisfont  à  la  formule  de  récurrence 
(26)     ,in{^^  />•  /')  +J,i{-^  —  fi,  /')  —  '^■Jn(-i-Ji)  =  n(n  —  \)li-j„.^{x,  II). 


sin   f.F:   pnnnLEMic   de   mniciii.ET. 
Les  polynômes 


V„(x,y,hJ:)  =  n\^{~  \)p 


(0-)  I  in-^py.  api 

Q„ (.r,  V.  A.  /-)  =  «: y ( -  , V  ■/'-'-n^''''''\  .h.r*>(y-f') 
l  "      ^  (i„--2f,-,)'.  (2/J-+-1J: 

sont  des  solutions  de  l'équalion  aux  différences  (i8),  qui  tendent  vers 
des  polynômes  harmoniques  homogènes  lorsque  h  et  k  tendent  vers 

zéro.  Si  Ton  pose 

.Tr=rcos6,         )'  =  /-sin9. 
on  trouve 

limP,,  =:  /•"  cosrt  5, 

limQ„=  r"  sin  n  5. 

On  peut  d'ailleurs  démontrer  facilement  que  tout  polvnome  véri- 
fiant Téquation  aux  différences  (i8)  est  une  combinaison  linéaire  de 
polynômes  P^  et  Q„. 

li.  Transformation  de  l' exponentielle.  —  Nous  transformerons 
la  solution  fondamentale  définie  par  la  formule  (24),  de  manière  à  lui 
donner  une  forme  plus  commode  pour  le  calcul.  Posons 

5/.- 

(28)  lk  =  ûn—, 

(29)  5=-log(y,+  ^s.n---^^s,n-j. 
L'expression  de  z^y.  devient 

(30)  z^,yz^  (v/iH-i^/i-+  t/i)  ''  (^/i  —  i-k--^  ttk)'  =  e'''^*'^y. 

Le  changement  de  signe  de  /  ou  de  i  donne  les  diverses  exponen- 
tielles représentées  par  l'expression 

dont  on  déduit  ensuite,  par  des  combinaisons  linéaires,  les  intégrales 
élémentaires  de  la  forme 

chO'x cosOy,     chd'x  iindy, 

sh9'a;cos9j,     shô'.TsinSv. 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  X.—  Fasc.  III,  1914.  ^7 
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Les  symboles  ch,  sh  désignent  le  cosinus  et  le  sinus  hyperboliques. 

Kn  changeant  t  en  ti,  on  obtient  évidemment  d'autres  intégrales 
semblables,  dans  lesquelles  les  fonctions  circulaires  et  hyperboliques 
sont  simplement  permutées. 

Id.  Relation  entre  0  et  0'.  —  L'examen  de  la  relalion  (jui  existe 
entre  0  et  0'  est  important  pour  Féludc  de  la  convergence.  Nous 
supposons  ici  que  l'on  considère  seulement  les  valeurs  positives  de  ces 
deux  paramètres. 

Le  développement  en  série  du  second  membre  de  la  formule  (29) 
donnerait 

„,      2  fh   .    Ok       II  /('   .,0k       1.3  I  A»  .  Jk  \ 

Donc,   si  6  est  constant  et  que  j  reste  fini  et  différent  de  zéro, 

lorsque  A-  tend  vers  zéro,  0'  tend  vers  6. 

L'exponentielle  limite  e^^+'^->  est  une  fonction  de  a;  +  iy.  La  partie 
réelle  et  le  coefficient  de  i,  dans  cette  fonction,  sont  par  conséquent 
des  fonctions  harmoniques. 

Le  paramètre  0'  tend  vers  sa  limite  en  croissant.  On  peut  vérifier 
cette  propriété  par  le  calcul  suivant  : 

Posons 


-r  =  a,         Â  :=  — ,  9'=  —  log  I  1  /  I  +  a- sin- — -h  a  sin — 


k 

Nous  avons 


dx 


y/,  +  «^sin^^ 


dx- 


—  (l  -(-«')sin  — 


1  +  a-  im'- 


Lorsque  x  croit  à  partir  de  la  valeur  ^^>  la  dérivée  seconde  est 
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constamment  négative.  La  dérivée  première  est  positive  et  tend  vers 
zéro.  Donc  0'  croît  constamment  dans  les  conditions  indiquées. 


CHAPITRE  III. 

RÉSOLUTION    DE    l'ÉQIIATION    AUX    DIFFÉRENCES    POUR    LE    CAS    DU    RECTANGLE. 

16.  A  l'aide  des  fonctions  simples  que  nous  venons  de  déterminer, 
il  est  possible  de  résoudre  l'équation  aux  différences 

(l8)  /^(2-.r.y~  •■x-h.i  —  ^x+h,y)  +  -jyA'î^x.y—  ^x.y-k— 'x.y+lA  ~  ^^ 

de  façon  que  ;  prenne  des  valeurs  données  sur  les  nœuds  du  périmètre 
d'un  rectangle  (D)  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  axes  de  coordon- 
nées. On  calculera  une  fonction  d'' interpolation  f{x,  y)  définie  dans 
tout  le  domaine  et  qui  devra  se  réduire  à  Zj.^  sur  les  nœuds  du  réseau. 
Nous  supposons  qu'on  prenne  le  centre  du  rectangle  pour  origine. 
Soient  2a  et  26  les  longueurs  des  cotés  parallèles  respectivement  à 
Ox  et  Oy.  Pour  former  le  réseau,  on  partagera  chacun  des  côtés  en 
2rt  parties  égales,  de  sorte  qu'on  devra  faire  dans  nos  formules 

/i  =  -  A  —  -  • 

Il  n 

Les  coordonnées  H,  y]  des  nœuds  situés  à  la  frontière  seront  de  la 
forme  suivante,  où  p  désigne  un  entier  quelconque  au  plus  égal  à  n  : 

1°  Sur  les  côtés  parallèles  à  Oy, 

'  n 

2°  Sur  les  côtés  parallèles  à  Ox-, 

■n=±b,        ?  =  ±:«/i  =  ±^. 

En  chacun  de  ces  nœuds  on  suppose  donnée  la  valeur  de  z  ;  nous  la 
désignerons  par  'C(^,  -q).  Les  valeurs  données  aux  angles  du  rectangle 
n'interviennent  pas  dans  les  équations  (18)  pour  la  détermination  des 
valeurs  des  r^. ,  sur  les  nœuds  intérieurs.  On  peut  donc  sans  inconvé- 


208  .1.     LE    ROIX. 

nient  les  supposer  égales  à  zéro,  puisque  nous  ne  nous  astreignons, 
d'autre  part,  à  aucune  condition  de  continuité. 

17.  Par  suite  de  considérations  évidentes,  onestconduil  à  ohcrcher 
la  représentation  de  la  solution  sous  la  forme  d'une  combinaison 
linéaire  des  solutions  simples  signalées  au  Chapitre  précédent  et  qui 
s'expriment  par  le  produit  d'une  fonction  liyperholi(juc  et  d'une 
fonction  circulaire. 

Pour  que  l'exponentielle  e  "  *  satisfasse  à  l'écjualion  aux  diffé- 
rences (i8),  on  doit  avoir,  d'après  l'équation  (29), 

Il    .     a._k\ 

et,  comme  on  a 

Il  =-  -,  A  —  -} 

Il  n 

cette  relation  devient 

(3i)  u  ^  2/i  lo"  (  1/ 1 -h  T7  siii- h -7  sin - 

'  ''  W  b-         m        b        : 

D'après  cela,  posons 

'="-'/        chp.,,-  bha,.-\ 

(3.)        /(x,j)=      V    (a,.— -g+B,.-^)cos^^^-^/^^^ 
•>  ^    '  •'  '  .^     \    '     chfjL,.  '     sh^,.  /  ib 

chix.  —  SI' Pr  —  \ 

.,  a  'al.     iTzv 

A .  ,     -f  B  .      .     ,  -  /  sin  — pi 


2  a  ,       /     /         II-    .    „ci.k        II 


^^     \         cliv,.  shv,.    /  art 

>        \C. r-^    +D.  /sill- I 


(')  Dans  la   formule  (32),   les   termes  en   sinus    el   en    cosinus    peuvenl    se 
ramener  à  un  même  type  en  vertu  des  relations 


2'"7ry       ,       ...    2rTz{y  -h  b) 


2b  '   '  2b 

(2/-+i)7rj  _,_,v.  -.li^+ililiT+jO 

2b  -^         'I  .^0 
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Les  multiplicateurs  u^,  [jl).  se  déduisent  de  la  formule  (3i)  en  y 

(2  r  -^  i)~ 

remplaçant  a  successivement  par  '■ — —  et  /-- ;  les  multipli- 
cateurs Vr  et  v^  se  calculent  de  la  même  façon,  mais  en  permutant 
a  et  b. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  calculer  les  coefficients  A^,  B,,  ...  par  la 
condition  que  la  fonction  y(x, y)  prenne  sur  les  noeuds  de  la  frontière 
les  valeurs  données  "C(^,  •/]),  sauf  aux  angles  du  rectangle,  où  la  fonc- 
tion considérée  s'annule  identiquement.  Nous  nous  trouvons  amenés 
à  un  problème  d'interpolation  trigonomélrique  qu'on  peut  résoudre 
par  les  méthodes  ordinaires.  Pour  x  =  ±1  a,  les  termes  de  la  seconde 
ligne  disparaissent  et  l'on  doit  avoir,  par  conséquent. 


Ç(a,-/))       =  2   (A,.+  B,)cos 


(  2  /■  +  I  )  --Q 
■2  b 


2   (A;+B;)sin^ 


(  2  /■  -1-  I  )  -r, 


(33) 


Ç(-a, -0)=   2^   (A,-B,)cos^ —^ r   2^   (A,— BJsin-^ 

r=0  r=\ 

On  en  lire 

•/-,  =  *- 


Z{a,  -fi)  +  ;(  —  a,  ■/])         ( a /•  4-  1  ) Ttr, 
2  26 


Ç(r/,r,)  —  Ç(  — a, -o)         {2  r -i- i)r.ri 


Çf  a,  ■/!)  +  ;( — a,ri)    .    r-.n 
2 *'"  — ' 


r,  =- 1,  +  * 


'    Il  ^  2  « 


Les  autres  coefficients  C„  D^,  Cl,  D).,  se  calculeraient  évidemment 
par  des  formules  semblables. 

18.    Nous   avons   trouvé   une  funclion   d'irUcrpolalioii  /{-c,  y) 
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définie  dans  tout  le  plan.  Il  reste  à  démontrer  ijifelle  prend  en  tous 
les  nœuds  du  réseau  situés  à  l'intérieur  du  rectangle  les  valeurs  des 
inconnues  z^.y. 

Nous  avons  vu  que,  si  Ton  écrit  les  équations  de  la  forme  (i8)  en  y 
remplaçant  les  variables  x  et  y  successivement  par  les  coordonnées  de 
tous  les  nœuds  considérés  du  réseau,  on  obtient  un  système  d'équa- 
tions linéaires  dont  la  solution  est  unique  quand  on  suppose  données 
les  valeurs  "C(^,  y])  aux  nœuds  de  la  frontière.  Or,  \a  fonction  d'inter- 
polation satisfait  à  toutes  ces  conditions.  La  valeur  qu'elle  prend  en 
chaque  nœud  {x,  y)  est  donc  égale  à  ^^ , . 

19.  On  peut  faire  immédiatement  une  remai'que  importante  qui 
résulte  du  simple  examen  des  formules  (33).  Si  le  module  de  la  fonc- 
tion "C(^,  Y))  reste  constamment  inférieur  à  M,  chaque  coefficient  A^., 
B^,  ...  a  un  module  inférieur  à  2 M.  En  effet,  chaque  somme  i^  dans 
ces  formules  comprend  in  —  i  ou  -m  —  i  termes  et  chacun  d'eux  est 
au  plus  égal  à  M.  On  a  donc 

(2«—  l)M 
kr<- ^—   <2M,  


20.  Expression  de  l'intégrale  en  fonction  linéaire  des  données. 
—  La  fonction  d'interpolation  /"(x,  y)  est  une  fonction  linéaire  des 
données  "C(^,  "/]),  dont  il  est  facile  d'avoir  l'expression  en  remplaçant 
dans  la  formule  (32)  les  coefficients  A^,  13^,  ...  par  leurs  valeurs  (33). 
Le  coefficient  de  C(«,  f\)  dans  le  développement  est  égal  à 


-  y 


''  =  "-U  ch^Xi—        slif/,. — 


(T/-+i)zri         (a/'-i-i)-)- 
cos  • 


-  y  \ 


ch;j.,  slip.,.   /  ih  ib 

clip.j.  —         sli  [J.). 


rnn    .    rr.y 
sli  ul'.    /  '  '      •}.b  ^       "ib 


On  peut  résumer  tous  les  cocfficienis  dans  une  même  fornmie  on 
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introduisant  la  fonction 


•  =  '— 'sh 


,2,,    D,           -,     s            '    V             V     "     7        (2/--+- i)7:r)        (2r-+-i)7iy 
(34)     P(a:,j,^,ïj)=       -^   2j    1 cos cos g '- 

r-o  shaf/,.— 

'■  =  «-1511 


.      /'TT'O     .      rZY 

r. sin  — —  sin  — ~ 

i;  b  b 

Sll  2  1/.,— 


'="— ' shv 

J2 


(2r-M)7ïf        (2/-4-i)7rx 
cos — -^  cos ^ 


sll  2  V,. -7" 

b 


H >      Sin ^sin 

a    .—^  1       /  ^  «  <^ 

r  =  0  sll2V. — 

O 

L'expression  de  P  se  réduit  aux  termes  qui  figurent  dans  les  deux 
premières  lignes  pour  H  =  ±  a,  et  à  ceux  des  deux  dernières  lignes 
pour  Y)  =  ±  6.  Soit  A.y  un  élément  de  longueur  du  périmètre  du 
rectangle  ;  on  prendra  As  =  k  sur  les  côtés  parallèles  à  Oy  et  As  =  h 
sur  les  côtés  parallèles  à  Ox-,  de  sorte  qu'on  aura,   suivant  le  côté 

considéré, 

As        I  As        i 

—■  =  -         ou  _  —  _. 

on  an 

Avec  ces  notations,  l'expression  de  la  fonction  d'interpolation 
prend  la  forme  suivante,  analogue  à  la  formule  de  Poisson, 

(35)  /(■*•,  r)  =  lZa,ri)Pix,y,  l  v)  As. 

Nous  avons  donc  obtenu  pour  le  cas  du  rectangle  l'expression 
linéaire  dont  nous  avions  donné  au  n"  7  la  forme  générale.  Les  coeffi- 
cients a  de  l'équation  (i(J)  sont  ici  égaux  à  P  (x,  y,  ^,  tq)  As. 

21 .  Valeur  de  la  fonction  P  sur  le  périmètre  du  rectangle.  —  On 
obtient  une  vérification  simple  des  résultats  obtenus,  en  calculant  la 
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valeur  que  prend  le  cocfficienl  P(x,  y,  H,  ■/i)A-s-  lorsque  le  point  (jCjy) 
coïncide  avec  un  nœud  de  la  frontière.  Il  suffira  de  faire  le  calcul  pour 
le  cas  où  Ton  a  ^  =  a.  Le  point  (a;,^)  peut  se  trouver  alors  sur  le  côté 
a;  =  a  ou  sur  l'un  quelconque  des  trois  autres  côtés;  si  l'on  i\y  =  ±b 
ou  x  =  —  a,  en  même  temps  que  ^  =  or,  la  fonction  P  (x,  y,  ^^  ■>])  est 
identiquement  nulle.  Il  ne  reste  à  examiner  que  l'hypothèse  ^  =  a, 
a;  =  a.  La  valeur  de  PA.v  se  présente  alors  sous  la  forme 


(36)     Pls^-lco- 


i'ir  -h  \)T.y        (21-  -i-  i)-r, 


2b 


2b 


7.11         [^  2  0  2  b  J 


I   ^\       2r-{y  —  -n] 
—  2    cos 

2  «     L  -^ 


'./■Tiiy- 


2b 


'■} 


Nous  transformons  celte  dernière  expression  en  faisant  usage  des 
deux  idenlilés 


cosa  +  cos3a  +  cos5n  +  .  .  .  +  cos(2«  —  i)a  =: 

— h  cosaa  -t-  cos4«  -t-  .  .  .  -t-  cos(2/;  —  ?.)«=; 


2  SI  lia 
si  11  (2  n  —  i)(7 


Nous  trouvons  ainsi,  en  supposant  {y  +  •/])  (y  —  -q)  ^  o, 
(37) 


PA.Ç 


.    2«7r(y  —  Ti)         .    (2n  —  i)r.(y  +ri) 
sin -^, 4-  sin  -^^ „  -^ 


2b 


2P 


!"7:(  y  -+-  -n  ) 


2b 

.      {211 


i)7i(  v-Kr,) 


2b 


2  b 

Les  valeurs  àe y  et  de  y]  sont  de  la  forme 

y  =z  m  A-,  Y)  =  m' k, 

m  et  ru'  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs,  et  l'on  a,  d'autre 
part, 

b  =  nk. 
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La  suhstiuilion  de  ces  valeurs  clans  la  formule  précédcnlc  donne 


PAs 


i   .    V,  ,.  {m—in')r.\  .    \  ,,  {/ii -^  oi' )  r.l  \ 

\  siii     (m  —  «1)7: siii  \  (m  -\-  ni  )r. I 

_■_  W, ■i't  I  _  __i ■f't  J  ( 

'\n\  .    (ni  —  in')u  .    (m  +  m'  )t:  l 

/  siii -^^ siii \ 

\  nn  111  } 

11  reste  à  examiner  les  cas  exclus 

ji'  +  -0  =  o         et         y  —  ri  =  o. 

Le  calcul  direct  à  l'aide  de  la  formule  (36)  ou  le  passage  à  la  limite 
à  Faide  de  la  formule  Çij)  donne  : 

1°   Pour  -q  -\-  y  =  o, 

P  =  o; 

2°  Pour  y  =:  •/], 

P  A.9  =  I  . 

En  résumé,  le  coefficient  P(,f,/,  y),  ;)  A.v  s'annule  lorsque  le  nœud 
(x,y)  se  trouve  sur  la  frontière,  à  moins  qu'il  ne  coïncide  avec  le 
nœud  (;,  y]),  auquel  cas  on  a 

P(;',  ri,  ç,  -f])  à.s  —  1. 

D'après  ce  calcul,  il  est  clair  que  la  fonction  d'interpolation  /(j;,  y) 
définie  par  la  formule  (35)  est  égale  à  'C(^,  yj)  aux  nœuds  de  la  fron- 
tière. 

CHAPITRE  IV. 

FORME    LIMniî    DE    LA    SOLUTION'. 

22.  Convergence  du  développement.  —  Il  reste  à  étudier  la  manière 
dont  se  comporte  la  fonction  d'interpolation /(x,  y)  pour  les  réseaux 
de  densité  indéfiniment  croissante.  Nous  commencerons  par  étaMir  la 
convergence  du  développement  de  cette  fonction,  donné  par  la  for- 
mule (32).  Considérons  les  termes  de  la  forme 

chu,.—  ,  . 

'^    a  (2/-  +  IITTK 

M,.=  Ar — i cor 


Journ.  de  Math.  (6°  série),  tome  X.  —  Fasc.  III,  1914 


2b 

•28 
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Soit  p  un  nombre  positif  plus  petit  que  i  ;  supposons  qu'on  ait 


-    <9- 


Comme  le  module  de  A,,  est  plus  petit  (jue  2M  (n"  17),  celui  de  w^sera 
moindre  que 


2M^:^;i^  =  2M: 


Lorsque  u.^  est  positif  et  très  grand,  le  rapport 
diiîèrc  très  [leu  de 


eV-r        eHrC-p) 
La  valeur  de  u.^  est  définie  par  l'équation  (3i)  où  l'on  fait 

Ot  =  (  2  7-  4-  I  )  -  , 


(38) 


,       r     /         (7-    .   ,  (2/-+  i)7r        a    .    ( 2 /■  +  I ) 7: 1 
Ly  h-  4«  h  4«         J 


Quand  n  croît  à  partir  de ■■,  ijl^  croît  constamment  et  reste  par 

conséquent  compris  entre  ses  deux  limites  : 

(39)  (■../•  +  i)log(^^î j<f,,,<_(2r+i)-. 

Posons 

Nous  trouvons  alors,  d'a[)rès  rinégalité  (39), 

— i —  <-}-•■+' 
d'où 

\tlr\  <2M/2'-+'. 

Le  nombre  \  est  positif  et  plus  petit  que  un.  La  valeur  absolue 
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de  Ur  est  donc  moindre  que  celle  du  terme  correspondant  d'une  pro- 
gression géométrique  décroissante. 

Il  est  intéressant  de  remarquer  que  la  raison  X  de  cette  progression 
ne  dépend  ni  de  n  ni  des  valeurs  de  la  fonction  "Ç  à  la  frontière  du 
rectangle. 

Un  calcul  analogue  au  précédent  s'appliquerait  sans  modification 
aux  autres  termes  du  développement.  La  raison  \  est  la  même  pour 
tous  les  ternies  des  deux  premières  lignes.  Pour  ceux  des  deux  der- 
nières lignes,  on  supposera 

et  Ton  trouvera,  pour  la  raison  X'  de  la  progression  correspondante, 
l'expression 

Désignons  par  y,„(^-,  ^'  )  la  fonction  que  l'on  déduit  àe  f(^x,  y')  en 
négligeant  dans  le  développement  (32)  de  cette  fonction  tous  les 
termes  dont  l'indice  est  supérieur  à  m.  D'après  les  résultats  précédents, 
il  est  possible  de  prendre  m  assez  grand  pour  que  la  somme  des  termes 
négligés  soit  plus  petite  que  toute  quantité  positive  donnée  î,  et  cela 
quel  que  soit  n.  Nous  pouvons  donc  énoncer  cette  proposition  : 

Élanl  donné  un  nombre  positif  arbitraire  £,  il  est  possible  de 
trouver  un  nombre  m' .  tel  que  V inégalité  m  >>  m'  entraine  unifor- 
mément 

(4i)  !/(x.  v)-/„,(x,y)|<Ms 

dans  tout  le  rectangle  D'  défini  par  les  inégalités 

\~\ip         |f|<p         (p<.). 
I  n  I     '  I  ''  I 

Le  nombre  m'  ne  dépend  ni  de  «,  ni  des  valeurs  données  à  la  fron- 
tière, mais  seulement  de  p,  c'est-à-dire  de  la  situation  du  contour  du 
rectangle  (D'). 

La  convergence  des  dérivées  pourrait  se  démontrer  par  un  calcul 
semblable. 


.1.     LE    ItOUX. 


25.  Le  nombre  m  ayant  élc  choisi  de  niaiiièrc  à  salisfaire  aux  con- 
ditions précédentes,  nous  [)ourrons  supposer  n  assez  grand  pour  que 
chacun  des  coefficients  U;.,  u.'.,  ...  diffère  de  sa  limite  supérieure  aussi 
peu  qu'on  le  voudra  pour  toutes  les  valeurs  de  /•  inférieures  à  /;/.  Le 
terme  principal  de  la  différence 

(/    (  2  /•  +  I  )  -  

est  égal  à 

i  a  /         rt-  \  (  a  r  4-  1 Y  Ti' 
6  b\         b-J         il  n'- 
ai le  développement  en  série  que  nous  avons  inditpié  montre  (jue  u., 
tend  rapidement  vers  sa  limite,  lorsque   /•  restant  constant,  n  croît 
indéfiniment. 

Soit  y ,„{x,  y)  la  fonction  harmonique  iju'on  déduit  dey,„(a;,  y)  en 
y  remplaçant  les  paramètres  tx,.,  \j.].,  v^,  \  par  leurs  limites  supérieures. 
Il  est  possible  de  déterminer  un  nombre  n'  tel  que  l'inégalité  n  >  n' 
entraîne  dans  tout  Ir  rectangle  (D) 

(42)  |/„,(.r.j)-V„,(,r,  r)|<Mj. 

Le  nombre  ii'  ne  dépend  que  de  in\  il  est  entièrement  indépendani 
de  la  distribution  des  valeurs  données  à  la  frontière. 
Le  module  de  la  différence 

/(^>  y)  — V„,(^-,  y) 

est  inférieur  à  2Mî  dans  tout  le  rectanj^ic  (U'). 

2i'.  On  obtient  une  autre  fonction  harmonique  V(.r,  j')  qui  prend 
sur  la  frontière  les  mêmes  valeurs  que  la  fonction  d'interpolation 
y(.r,  y)  en  effectuant  sur  le  développement  entier  de  cette  fonction 
la  substitution  indiquée  plus  haut  pour  la  fonction y,„  :  c'est-à-dire  en 
remplaçant  les  paramètres  ij.,.,  a^,  v^,  v,'.  par  leurs  limites  supérieures. 

La  différence  V(a;,_y)  —  V,„(x-, /)  est  analogue  à  la  différence 
f{x^y) — f,„(x,y).  Le  développement  de  la  fonction  V  est  même 
plus  rapidement  convergent  que  celui  de/'.  Par  ronsécpienl  rinégalité 

(i3)  |V(a,-,7)-V,„(.r.j)|<M£ 


SUR    LE     PHOBLKME    DE     DIRICHLET.  21 7 

sera  nécessairement  réalisée  dans  les  mêmes  conditions  qui  entraînent 
l'inégalité  (4i)- 

De  la  comparaison  des  inégalités  (4i))  (42),  (43),  on  déduit  immé- 
diatement, pour  tout  le  rectangle  (D'), 

(44)  I/(^,j)-V(^,j)|<3M£. 

Donc  à  chaque  réseau  considéré  correspondent  : 

1°  Un  système  de  valeurs  r^,,  et  une  fonction  d'inter[)olationy(x-,jK) 
satisfaisant  à  l'équation  aux  différences  (i8); 
1°  Une  fonction  harmonique  V(x,y). 

Les  fonctions  f(x,y)  et  V(a;,  y)  sont  égales  sur  le  périmètre  du 
rectangle  et  sont  assujetties  à  prendre  sur  les  nœuds  de  ce  périmètre 
les  mêmes  valeurs  qu'une  fonction  bornée  quelconque  "v(E,  Tj). 

Quand  la  densité  du  réseau  croît  indéfiniment,  la  différence 

/(■'^- J)  — V(a7,  y) 

tend  uniformément  vers  zéro  dans  tout  rectangle  (D')  concentrique, 
homothélique  et  intérieur  au  rectangle  (D). 

*26.  Il  y  a  une  circonstance  particulièrement  intéressante  à  observer 
dans  ce  résultat,  c'est  que  la  continuité  des  valeurs  données  à  la  fron- 
tière n'y  intervient  pas.  La  fonction  'C(^,r^')  peut  présenter  des  dis- 
continuités quelconques,  pourvu  qu'elle  reste  bornée.  En  réalité,  les 
fonctions  /  et  V  sont  continues  à  la  frontière;  elles  prennent  les 
valeurs  'Ç  seulement  sur  les  nœuds.  Néanmoins  la  discontinuité  possible 
de  la  fonction  'C  apparaît  dans  le  fait  (jue,  l'intervalle  de  deux  nœuds 
successifs  devenant  de  plus  en  plus  petit,  il  n'est  pas  nécessaire  de 
supposer  que  l'oscillation  correspondante  de  la  fonction  '(  tende  vers 
zéro. 

2G.  La  fonction  harmonique  V(.r, /)  dépend  du  réseau  considéré 
et  ne  tend  pas  en  général  vers  une  fonction  limite  déterminée  quand 
la  densité  du  réseau  croît  indéfiniment,  du  moins  tant  qu'on  n'impose 
à  la  fonction  donnée  "((;,  /])  aucune  autre  condition.    Mais  si  cette 


■2lii  .1.    LE     ROUX. 

fonction  est  inlégrable, ou  du  moins  sommable,  au  sens  de  M.  Lcbesguc, 
la  limite  existe. 

Pour  le  démontrer,  nous  allons  considérer  dabord  la  fonction 
I^{x,y,  H,  •/])  définie  par  la  formule  (34)  et  chercher  comment  elle  se 
comporte  quand  on  fait  croître  la  densité  du  réseau.  Notre  raisonne- 
ment du  n°  21  reste  applicable.  Supposons  qu'on  ait 


Le  rapport 


p<i 


— r .  e 


tend  vers  l'unité  quand  u.^  devi(Mit  très  grand.  Le  développement 
de  la  fonction  1'  converge  donc  comme  une  progression  géométrique 
dont  la  raison  reste  inférieure  à  la  quantité  \  définie  par  la  for- 
mule (4o). 

On  pourrait  encore,  avec  une  approximation  plus  grande,  comparer 
le  développement  de  la  fonction  P  avec  celui  de  la  série 

>     /,-'+'   COS  ^ ; —  COS   ^ ; h    >     /,-'    Sin    r^SMl   —7 


\)T.{y  ^■r,')  (  2  /•  4-  I  )  - (  r  —  r)  ) 


■ib  -ib 


t:  (  K  —  -0  )  /•  t:  (  y  -t-  r;  )  " 

—  COS 


b  b       \ 

La  somme  de  cette  série  est  égale  à  la  partie  réelle  de  rex[iression 


flK. 

v  + 

■1) 

1  t: 

{>•- 

-n) 

\e 

-7^ 

i 

-^ 

-  -h  - 

\c 

iù 

,._y 

(45)  0(/..v,r,):     ^  

Nous  pouvons  doue  déduire  de  ces  résultais  ipie,  lors(ju"on  fait 
croître  n  indénuiment,  le  développement  de  la  fonction  P  reste  abso- 
lument convergent,  quelle  que  soit  la  position  du  point  (x,  y)  à  l'in- 
térieur du  rectangle.  La   fonction  représentée  par  le  développement 
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limite  est  Iiariiioniquc;  nous  la  désignerons  par  Il(x,y,  H,  y])  : 

'  =  «   Sll    ; — 

_i())    n  ^•,j,^,-r))—      7    \  ^ -, ; — r^- cos> -cos^ -!■ 


sli 


52  "■ 


.    rr.y   .    r-.n 
sin  — 7=^  siii 


sh 


,     2 /'TTC  ^  /> 


I   V"  2ff  (■2r+i)T.a-         {2/--Hi)7r- 

H >,  ■ ; ^ cos cos i 

a  ^^         .(ar-HiTTY)  2a  « 

,=0        sh 

a 

,_      1   r-Kiy  +  ri) 
/■=«  sh ^^ L 

I    X7                 ''^              •     l'T.x    .     r-K- 
M 7    ■ siii siii ^■ 

a  ^^         ,  nrr.-n  a  a 

,=0        sh 

a 

En  répétant,  à  propos  des  fonctions  P  et  II,  les  raisonnements  que 
nous  avons  faits  au  n"  22  pour  les  fonctions  /et  V,  on  démontre  que 
P  converge  uniformément  vers  II  dans  tout  rectangle  (  D')  intérieur 
au  rectangle  (D),  sans  points  communs  à  la  frontière. 

Si  la  fonction  'C(^,  yj)  est  intégrable,  la  somme  finie 

/(•3?-y)  =2Ç(?, -o)  P(^,y.  ;,  -o)  As 
tendra  donc  vers  l'intégrale 
(4?)  F(^,  r)=  A(;,-o)n(.r,j,?,ry)A 

évaluée  suivant  le  périmètre  du  rectangle.  Cette  fonction  F(x',  j^)  est 
la  fonction  harmonique  limite. 

27.  Représentation  de  la  fonction  W  par  les  fondions  elliptiques. 
—  Le  développement  en  série  (46)  de  la  fonction  FI  n'est  valable  que 
dans  le  rectangle  (D);  mais  on  peut,  par  un  calcul  facile,  le  trans- 
former de  manière  à  obtenir  une  expression  valable  pour  tout  le  pian. 
Supposons  ^  =  a,  et  écrivons  le  terme  général  du  développement  sous 
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la  forme 

Tt  (..■  +  «)                ,■T.^-.■■^„^ 

j,          i    e      -''       —e         2'' 

r    -'-(r  — 

e  ''    —  e      ' 

2b 

Par  analogie  avec  la  tliéorie  des  fonctions  clli[)tiiines,  nous  posons 

2  7I-I 

__  7:[(.r  —  «)  +  t(  y  — ïi)]  _  t.[(j:  —  a)  +  <(,v  +  r,)] 

26  2  ^ 

U;-  csl  la  partie  réelle  de  l'expression  imaginaire 

2  (!;  L       I  —  v---  I  -  7-'       J 

Remplaçant  la  fraction    _    ,,.  par  son  développement  en  série 

et  tenant  compte  des  identités 

g'u„2r„  —    i 

'  l  —  q-"e" 

/  =1 


on  trouve 

(49)    ^i-^V,, 

e"               ç'-e"                         q'-"  e" 

I  —  e"        I  —  (7-  e"                   I  —  q^"  c" 

(  '/'«""     ,     r'''"     ,      1     7'"^-" 

-  -H. 

•■) 

. 

\i  —  q-e~"        1  —  <7*e~"                 1  —  q'-"e^ 

e^                q'e"                           q-"e^ 

I  +  e"        I  —  (7'  e"                  I  —  (7-"  e" 

•  4-.  . 

■)■ 
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Considérons  la  fonction 


{i  -  c"  )  {i  —  (f  e")  {i  —  q-  c'^) .  .  .[i  —  ,fe-''){i  —  q''  e-') .  .  . 


On  a 


I    d 


(5o)  Vv,=  --^logW. 

Or,  la  fonction  W  est  une  fonction  doublement  périodique  de 
deuxième  espèce  qui  se  présente  sous  la  forme  du  rapport  de  deux 
fonctions  H  ('),  à  un  facteur  près  : 


f5  s  w^g  *'' H[-<-(^-a)+j4--n  — 2&] 

^        '  Tr(.»--«|+M  r-rp 

e  ^''  H[-j(^-a)  +  (j-r,)] 

^ _  ie^ H[-t(a--fl)4-(.y  +  -o  -3^>)] 
Il[-'(^-«)+(7--i)] 

Considérée  comme  fonction  de  la  variable  jy  —  ix  =  —  f(x  -+-  iy), 
W  admet  la  période  4^^  Quand  on  cbange  x  aw  x  +  [\a  ou  y  —  ix  en 

TUr, 

y—  ix  —  l^ai,  la  fonction  se  reproduit,  multipliée  parla  constante  e  *  . 

La  dérivée  logaritbmiquc  -j-logW  est  donc  une  fonction  elliptique 

dey  —  ix,  admettant  les  deux  périodes  4 '''et  [\ai-^  quand  on  la  regarde 
comme  fonction  de  a;  +  iy,  les  périodes  sont  évidemment  !\a  et  L\bi. 
Suivant  une  notation  due  à  Weierstrass,  représentons  par  ^iv/(r)  la 
partie  réelle  de  la  fonctiony(:;).  Nous  avons  alors 

(52)  n(j-,r,a, -0)  = -c'H-^logW. 

7r      ax 


28.  La  fonction  II  est  ainsi  définie  pour  un  côté  du  rectangle.  On 
en  déduirait  évidemment  une  expression  analogue  pour  chacun  des 
autres  côtés.  Mais  on  peut  aussi,  par  une  transformation  simple, 
obtenir  une  expression  analytique  qui  représente  la  fonction  II  pour 
les  quatre  côtés. 

(  '  )   Voir  Api'ELL  el  Lacour,  Fondions  Mipliijucs^  p.  i  lo. 
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Au  lieu  (11'  la  fonction  W,  considérons  la  fonction  de  qnalre  va- 
riables .r,  y,  E,  Yj 

,,,  _  H  [—  t( a:  —  |)  +  y  4-  -0  —  2  ^'  ] 

Pour  ?  =  a,  W'  ne  difTère  de  W  que  par  un  facteur  constant  qui 
est  sans  influence  sur  la  dérivée  logarithmique,  et  l'on  a  d'abord 

•       /<^logW'\ 
n{x,y,a.r,)=—-A{ ^ — ]_  • 

Pour  ^  =  —  f/,  on  aurait  de  même, 

n  (a-,  j-,  —  a,-n)—-h  -  .i; 


ai 

En  désignant  par  -r-  la  dérivée  relative  à  un  déplacement  du  point 
(i,  Y])  dans  le  sens  de  la  normale  intérieure  au  rectangle,  les  deux 
résultats  précédents  se  résument  dans  la  formule 

n(^,j,  ±  «,•/))  =  i  -^.■(iiogw. 

Par  une  simple  permutation  de  variables,  on  déduit  de  la  fonction  W 
une  autre  fonction  analogue  W",  à  l'aide  de  laquelle  on  représenterait 
la  fonction  IT  pour  les  deux  côtés  parallèles  à  Ox.  Si  l'on  remarque 
maintenant  que  W  et  W"  se  réduisent  identiquement  à  l'unité,  la 
première  pour  ■/]  =  ±  b,  et  la  seconde  pour  x  =^±  a,  on  peut  écrire 
pour  tout  le  contour  du  rectangle 

ir(x,  j,  £,  r,)  =^-4-  '^'  l-g^^'^v'. 

Je  ne  m'étendrai  pas  davantage  sur  cette  fonction,  ni  sur  les  trans- 
formations dont  elle  est  susceptible,  ni  même  sur  le  calcul  très  simple 
qui  permet  d'en  déduire  la  fonction  de  Green.  Tous  ces  développe- 
ments analytiques  ne  présenteraient  rien  d'essentiellement  nouveau  et 
ne  se  rattacheraient  plus  que  d'une  façon  très  indirecte  au  dévelop- 
pement de  la  méthode  qui  constitue  l'objet  de  ce  Mémoire.  Mais  il  m'a 
semblé  intéressant  de  retrouver  directement,  par  l'application  de  cette 
méthode,  les  résultats  qu'on  déduit  ordinairement  de  la  théorie  de  la 
représentation  conforme. 
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29.  Je  dois  signaler  cependant  la  forme  de  la  fonction  II  au  voisi- 
nage de  la  frontière.  Pour  x  =  a,  y  =  yj  le  premier  terme  du  dévelop- 
pement (49)  devient  infini  ;  les  termes  suivants  représentent  une 
fonction  continue  dans  le  voisinage  de  ce  point.  La  partie  réelle  du 

rapport est  égal  a 


2  h 


-e 


2b 

Il  suffirait  de  remplacer  dans  le  dernier  rapport  rexponentielle 
e    '*     par  r  et  '   -^T"^    par  9  —  '-^  pour  retrouver  la  fonction  qui  figure 

dans  l'intégrale  de  Poisson  (').  La  discussion  classique  de  l'intégrale 
de  Poisson  pour  le  cercle  s'applique  donc  sans  modification  à  l'intégrale 
analoerue  relative  au  rectancle. 


CHAPITRE  V. 

CAS  d'ln  domaine  quelconque. 

50.  Dans  le  cas  d'un  domaine  quelconque  on  peut  encore  employer 
un  réseau  rectangulaire  régulier,  complété  dans  le  voisinage  de  la  fron- 
tière par  des  intégrales  de  forme  appropriée  que  nous  supposerons 
sans  angles  obtus.  Les  équations  linéaires  à  résoudre  conservent  tou- 
jours la  forme  (18),  sauf  pour  les  termes  relatifs  aux  triangles  conligus 
à  la  frontière.  Il  reste  à  examiner  comment  se  comporte  la  solution  de 
ce  système  quand  la  densité  du  réseau  croît  indéfiniment. 

Imaginons  un  rectangle  (R)  limité  par  des  lignes  du  réseau,  et  par 

(•)  E.  Picard,  Traité  d'Analyse,  t.  II,  Chap.  I. 
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conséquent  intérieur  au  domaine  considéré.  Si  l'on  a  calculé  les  valeurs 
des  inconnes  3^.^  qui  correspondent  aux  nœuds  situés  sur  le  périmètre 
du  rectangle  (R),  le  calcul  des  inconnues  relatives  aux  nœuds  intérieurs 
se  ramène  au  problème  étudié  dans  les  Cliapitres  précédents.  11  est 
donc  possible  de  prendre  la  densité  du  réseau  assez  grande  pour  que 
les  valeurs  des  inconnues  z^,.  diffèrent  aussi  peu  qu'on  le  voudra  des 
valeurs  correspondantes  d'une  fonction  harmonique,  dans  tout  le  rec- 
tangle (R). 

La  fonction  d'interpolation  y(x',  y)  qui  prend  sur  les  nœuds  inté- 
rieurs du  rectangle  les  valeurs  des  inconnues  Zj.^y  admet  des  dérivées 
jusqu'à  un  ordre  quelconque,  et  comme  les  dérivées  secondes  tendent 
uniformément  vers  les  dérivées  d'une  fonction  h,irmoni(]ue,  l'expres- 
sion 

•'       Ox-       ây- 

tend  uniformément  vers  zéro  à  l'intérieur  du  rectangle  quand  on  fait 
croître  indéfiniment  la  densité  du  réseau. 

Cette  propriété  s'étend  évidemment  à  tout  point  ou  à  toute  région 
du  domaine  qu'on  peut  entourer  d'un  rectangle  à  côtés  parallèles  aux 
axes  et  situé  tout  entier  dans  le  domaine.  Donc,  les  fonctions  limites, 
si  elles  existent,  sont  nécessairement  harmoniques  dans  le  domaine 
considéré. 

Si  la  fonction  donnée  à  la  frontière  est  partout  discontinue,  il  est 
évident  qu'il  n'existe  pas,  en  général,  une  fonction  limite  unique,  indé- 
pendante des  réseaux.  Toutefois  les  valeurs  des  quantités  Zj.^  étant 
partout  bornées,  et  représentées  par  les  valeurs  de  fonctions  harmo- 
nifjues  avec  une  approximation  indéfiniment  croissante,  il  sera  possible 
de  choisir  dans  l'ensemble  des  réseaux  considérés  des  ensembles  parti- 
culiers pour  chacun  desquels  il  existera  une  fonction  limite,  qui  sera 
nécessairement  harmonique.  On  peut,  en  effet,  appliquer  à  ces  fonc- 
tions le  procédé  de  raisonnement  dû  à  Ascoli  et  utilisé  par  Hilbert  (  '  ) 
et  par  M.  Lebesgue  ("). 

(')  IhLBERT,  Ueber  das  DirichlcCschc  Prinzip  (§3)  {Math.  Annalen,  l'd  59, 
p.  i65. 

(2)  II.  LKnESGUE,  Sur  le  Problème  de  Dirichlel  {liendiconli  del  Ctrcolo  mat. 
di  Palermo,  t.  XXIV,  1907). 
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31.  Lorsque  l'intégrale  de  Dirichlet  tend  vers  une  limite  déterminée, 
l'ensemble  des  valeurs  des  Zj^^y  tend  également  vers  une  fonction  limite. 

Pour  le  calcul  qui  va  suivre  il  est  indispensable  que  les  valeurs  con-, 
sidérées  à  la  frontière  soient  les  mêmes  dans  les  différents  réseaux,  sur 
toute  l'étendue  de  la  courbe  frontière,  et  non  plus  seulement  sur  les 
nœuds.  Nous  supposerons  donc  que  le  calcul  ait  été  dirigé  en  consé- 
quence, comme  nous  l'avons  indiqué  au  n°  6. 

Pour  un  réseau  donné,  à  cliaque  système  de  valeurs  des  z^y  nous 
avons  attaché  une  fonction  u  (x,  y),  égale  à  z^^  sur  les  nœuds  et  sur  la 
frontière,  linéaire  dans  les  triangles,  sauf  peut-être  dans  les  triangles 
ayant  leur  base  sur  la  frontière.  Nous  désignons  par  Ur(x-,  y)  la  fonc- 
tion que  l'on  forme  de  cette  manière  quand  on  attribue  aux  variables 
Za,j.  pour  un  réseau  (/■)  les  valeurs  qui  correspondent  au  minimum  de 
l'intégrale  de  Dirichlet  relative  à  ce  réseau. 

Quand  la  densité  du  réseau  (/■)  croît  indéfiniment,  l'intégrale  J  (w^) 
tend  par  hypothèse  vers  une  limite.  Par  conséquent,  si  l'on  considère 
deux  réseaux  suffisamment  denses  (/•„)  et  (/•),  la  différence  J  (a^J  —  J  (m^) 
tend  vers  zéro. 

Considérons  maintenant  la  fonction  u','.^  que  l'on  forme  comme  ci- 
dessus,  mais  en  attribuant  aux  variables  r^. .,,  sur  les  nœuds  du  réseau 
(r),  les  valeurs  de  la  fonction  u,.^.  Quel  que  soit  le  réseau  (/'o)  il  est 
possible  de  prendre  (/■)  assez  dense  pour  que  l'intégrale  J  (u;:J  diffère 
aussi  peu  qu'on  le  voudra  de  J  («,,);  par  conséquent,  si  le  réseau  (i^) 
est  lui-même  très  dense,  la  différence 

J(m,':j  —  J(m,) 

sera  très  petite,  dans  notre  hypothèse. 

Or  les  fonctions  w/;^  et  «^  étant  égales  sur  la  frontière,  nous  avons 

52.  Du  fait  que  cette  intégrale  tend  vers  zéro,  nous  allons  déduire 
que  les  dérivées  partielles  de  la  dilTérence 

''r„,r^  "r, —  "r 

tendent  elles-mêmes  vers  zéro  dans  le  domaine  considéré,  frontière 
exclue. 
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En  effet,  dans  tout  rectangle  R  à  côtés  parallèles  aux  axes  et  inté- 
rieur au  domaine,  les  fonctions  «,.^,  u^  et  leurs  dérivées  premières  sont 
représentées  avec  telle  approximation  que  l'on  veut  par  des  fonctions 
harmoniques  V^ ,  V^  et  leurs  dérivées.  Or  ces  fonctions  harmoniques 
admettent  des  dérivées  secondes  auxquelles  on  peut  assigner  un  module 
maximum.  Lorsqu'une  fonction  V  est  liarmoniijue  dans  un  domaine  (A) 
et  que  ses  valeurs  sur  la  frontière  ont  leur  module  inférieur  à  M,  le 
module  des  dérivées  secondes  de  V,  en  tout  point  P  situé  à  une  dis- 
tance p  de  lafontière,  est  au  plus  égal  à  — j-- 

Par  conséquent  si,  au  point  P,  la  différence  —r^  —  -r-f-  a  un  module 

supérieur  à  un  nombre  A",  on  pourra  déterminer  autour  de  P  une  région 
finie,  dont  nous  désignerons  l'aire  par  o-,  dans  laquelle  on  aura  cons- 
tamment 

d\r,       àXr\       />- 

or  ujc  J        2 

Si,  d'autre  part,  les  réseaux  sont  assez  denses,  on  aura  dans  la  même 
région, 

dx  àx  4 

d'où 

Le  nombre  k  est  donc  nécessairement  très  petit,  pour  des  réseaux 
très  denses,  dans  tout  l'intérieur  du  domaine,  à  l'exclusion  de  la  fron- 
tière. 

Par  suite,  la  différence  u,.^—Ur  diffère  très  peu  d'une  constante. 
Toutefois,  bien  qu'elle  s'annule  sur  la  frontière,  il  serait  prématuré  de 
conclure  qu'elle  tend  partout  vers  zéro,  car  jusqu'ici  nous  avons  exclu 
de  nos  raisonnements  tout  ce  qui  concerne  la  continuité  dans  le  voisi- 
nage de  la  frontière.  Pour  l'étude  de  cette  question,  on  peut  utiliser 
la  méthode  employée  par  M.  Lebesgue  dans  son  Mémoire  déjà  cité  (  '  ). 

Malheureusement,  le  calcul  de  M.  Lebesgue  se  trouverait  en  défaut 
pour  les  domaines  à  plus  de  deux  dimensions.  La  proposition  suivante 

(')  Sur  le  l'roblcme  de  Diriclilet.  %,  10. 
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pourrait  être  ctciiduc  à  ces  domaines,  mais  elle  présente  une  autre 
lacune,  car  elle  n'établit  la  continuité  dans  le  voisinage  de  la  frontière 
qu'abstraction  faite  d'un  ensemble  de  points  de  mesure  nulle. 

35.  Considérons  une  fonction  F(.r,  v)  dont  les  valeurs  sur  la  fron- 
tière forment  une  fonction  intégrable  ;  supposons  qu'elle  reste  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  premières  à  l'intérieur  du  domaine  et  que  l'inté- 
grale de  Dirichlet  correspondante  ait  une  valeur  finie 

J(F)  =  1„. 

Prenons  sur  la  frontière  un  arc  P„Qo  fl^i  soit  rencontré  en  un  seul  point 
par  toute  parallèle  à  Ox. 

Fig.    3. 

Qo  0 


Nous  désignerons  par /„  et  y,  (y„  </i)  l*^s  coordonnées  des  extré- 
mités. 

Par  chaque  point  M„  de  cet  arc  menons  une  parallèle  à  Ox,  sur 
laquelle  nous  portons  vers  l'intérieur  du  domaine  un  petit  segment 
Mo  M,  dont  la  longueur  À  pourra  être  une  constante  ou  une  fonction 
(le  y.  Nous  déduisons  ainsi  de  P„Qo  un  arc  PQ  intérieur  au  domaine, 
l^'intéirrale 


// 


étendue  à  l'aire  P^PQQo  a  évidemment  une  valeur  au  plus  égale  à  lo- 
Or,  il  est  facile  d'en  calculer  une  limite  inférieure.  Soit  eu  {y)  l'oscilla- 
tion de  la  fonction  F(.r,  j)surM„M.  Il  existe  alorssur  le  segment  M„1M 
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un  point  M,  loi  qu'on  ail 


Pour  toutes  les  fonctions  F  satisfaisant  à  cette  condition  le  minimum 
de  l'intégrale 

a  lieu  quand  la  dérivée  -r-  a  une  valeur  constante  sur  M„M, .  D'où  nous 
tirons  les  inégalités 

.M, 


et 


fLM'-'< 


Soient  a  un  nombre  positif,  A^  le  maximum  de  A,  /  la  mesure  linéaire  de 
l'ensemble  des  valeurs  de  j  pour  lesquelles  «(y)  est  supérieure  à  a. 
L'inégalité  (54)  donne  immédiatement,  en  prenant  pour  l'intégrale 
définie  la  définition  de  M.  Lebesgue, 


f-'  '^{y)  dy  ^  lo' 

Sous  avons, 

par  conséquent. 

i<'-^. 

La  mesure  linéaire  l  de  Veiisemble  des  valeurs  de  y  pour  lesquelles 
l'oscillation  cû  (^y)  surpasse  un  nombre  positif  oi.  tend  nécessairement 
vers  zéro  axec  X,, . 

La  limite  supérieure  trouvée  pour  /  ne  dépend  pas  de  la  fonction  F, 
ni  de  la  longueur  de  l'arc  PqQo)  niais  seulement  de  I,;  elle  est  appli- 
cable, par  conséquent,  à  l'ensemble  de  loutes  les  fonctions  F,  pour  les- 
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quelles  l'intégrale  de  Dirichlet,  étendue   au  domaine  considéré,  est 
inférieure  ou  égale  à  l^. 

Telles  seraient  les  fonctions  u^^,  u^,  u'^.—Ur.  En  particulier,  la 
fonction  u','.^  —  w^.  s'annule  sur  l'arc  Pj  Qo  ;  sur  l'arc  PQ  elle  est  très  voi- 
sine d'une  constante  si  les  réseaux  sont  très  denses.  Cette  constante  est 
donc  elle-même  très  voisine  de  zéro,  et  l'unité  de  la  solution  limite  se 
trouve  par  suite  établie.  La  continuité  dans  le  voisinage  de  la  frontière 
résulte  aussi  évidemment  de  la  même  proposition,  avec  la  restriction 
que  nous  avons  indiquée. 

54.  La  limite  n'est  pas  modifiée  si,  pour  chaque  réseau  (r),  on  rem- 
place la  fonction  'Ç(^,  ■/]),  donnée  sur  le  contour,  par  une  fonction 
Zr{-.,  'l))  telle  que  la  différence  ^  —  Xr  tende  uniformément  vers  zéro 
sur  toute  la  frontière. 

En  effet,  si  l'on  a,  sur  tout  le  contour, 

|:-r,.|<e, 

la  différence  des  valeurs  correspondantes  des  inconnues  zr^..,.  est  elle- 
même,  dans  tout  le  domaine,  inférieure  à  t. 

En  particulier,  quand  la  fonction  t(^,  -ri)  est  continue,  on  obtient  la 
même  limite  soit  qu'on  prenne  la  fonction  Ur(x,  y)  égale  à  'Ç  sur  tout 
le  contour,  soit  qu'on  lui  attribue  les  valeurs  considérées  seulement 
sur  les  nœuds  de  la  frontière,  en  l'assujettissant  alors  à  être  linéaire  en 
X  et  y  dans  les  triangles  qui  ont  leur  base  sur  le  contour. 

56.  Une  remarque  analogue  s'applique  au  cas  où,  la  fonction 
Î^(H,  Y])  étant  continue,  l'intégrale  de  Dirichlet  n'existe  pour  aucune 
des  fonctions  qui  prennent  sur  la  frontière  les  valeurs  données.  On 
peut  construire,  d'une  infinité  de  manières,  une  suite  de  fonctions  Z,, 
^2,  ...,'v„,  ...,  qui  convergent  uniformément  vers 'C,  et  pour  lesquelles 
l'intégrale  existe.  Désignons  par  Ur(u:,y,  "(),  u,.(x,y,  Cn)  les  valeurs 
que  prend  la  fonction  Ur{x,y)  correspondant  à  un  réseau  (/•),  lorsqu'on 
attribue  aux  variables  z^^r  sur  les  nœuds  de  la  frontière  les  valeurs  des 
fonctions  'Ç,  "£„. 

Quelque  petit  que  soit  i,  on  peut  prendre  n  assez  grand  pour  qu'on 
ait  sur  toute  la  frontière 

|;-;„l<s. 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome  X.  —  Kasc.  III,  iyi(-  ^^ 
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Il  en  résulte  dans  tout  le  domaine 

|«,(.r,.r.?)  —  «,(.r,j-,  :„)!<£. 

Quand  la  densilédu  réseau  (r")  croit  indéfiniment  la  fonction  t/r(x,y,  t„) 
tend  vers  une  fonction  harmonique  déterminée  V(j;,  y,  '(«),  indépen- 
dante des  réseaux  considérés.  Les  limites  possibles  de  la  fonction 
Ur(x,  y,  L)  étant  comprises  dans  rinterviille 

V(.r,j,  ?„)-£,  V(x.j.;„)  +  £ 

qu'on  peut  restreindre  autant  qu'on  veut,  il  en  résulte  nécessairement 
que  la  limite  est  unique,  indépendante  de  la  loi  suivant  laquelle  on  fait 
croître  indéfiniment  la  densité  des  réseaux. 

La  continuité,  dans  le  voisinage  de  la  frontière,  des  fonctions 
Y{x,y,  C„),  entraîne  aussi  d'ailleurs  celle  de  la  fonction  Y(x,  y,  'Ç), 
et  de  cette  continuité  résulte  de  nouveau  l'unicité  de  la  solution. 
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Sur   la   validité  des  sotntions  de  certains  prohlhne.s 
d  '  Hydrodynaniiq  iie  ; 

Par    Henri    VILLAT. 


La  théorie  du  mouvement  discontinu  des  fluides,  fondée  sur  les 
principes  de  Helmholtz  et  Kirchhofî,  auxquels  MM.  T.  Levi-Cività  (') 
et  M.  Brillouin  (-)  ont  apporté  des  perfectionnements  essentiels,  a 
donné  naissance  à  de  nombreux  travaux  récents  (  ').  Dans  tous  les  cas 
jusqu'ici  élucidés,  on  peut,  en  appliquant  des  méthodes  que  j'ai  indi- 
quées (*),  étudier  le  problème  de  l'écoulement  d'un  courant  fluide, 
illimité  ou  non,  autour  d'un  obstacle  de  forme  donnée,  les  parois  (s'il 
y  en  a)  limitant  le  fluide  quand  celui-ci  n'est  pas  illimité,  ayant  aussi 
des  formes  données  à  l'avance.  Mais,  comme  l'a  montré  M.  M.  Bril- 
louin, d'autres  difficultés  restent  en  suspens,  et  généralement  la  solu- 
tion ainsi  construite  reste  illusoire,  la  solution  (une  fois  construite)  se 
heurtant  à  diverses  impossibilités  très  malaisées  à  déceler  a  priori. 

Je  me  propose,  dans  ce  qui  suit,  d'établir  quelques  conditions, 
d'une  application  pratique  excessivement  aisée,  concernant  la  fonction 
arbitraire  dont  dépend  la  forme  de  l'obstacle  supposé  placé  dans  le 
courant,  conditions  qui  soienl suj/isa/tles  pour  que  la  solution  corres- 
pondante soit  générale  et  acceptable.  J'étudie  d'abord  le  cas  du  fluide 

(')  T.  Levi-Civita,  Circolo  mat.  di  Palermo,  1907. 

{-)  M.  Brillouin,  Journal  do  Chimie  et  de  Physique,  191 1,  p.  i45. 

(')  Voir  notamment  les  Mémoires  de  MM.  U.  Cisolli,  G.  Colonnelti, 
T.  Boggio  et  les  nôtres.  Pour  la  bibliographie  détaillée,  voir  l'arlicie  Déiefop- 
pements  concernant  l' Hydrodynamique  dans  V Encyclopédie  mathcnialiqtie, 
de  M.  J.  Molk,  t.  IV,  Vol.  V,  fasc.  2,  notamment  p.  118  et  siiiv. 

(*)  Cf.  Comptes  rendus,  t.  loi,  p.  loo.'i;  t.  l'.rl,  p.  3o3,  loSi,  etc. 


IIKNIÎI     VILLAT. 


indéfini,  puis  celui,  beaucoup  plus  complexe,  du  lluide  liniilé  par 
deux  parois;  j'ai  notamment  insisté  sur  le  cas,  le  plus  intéressant  pour 
l'application  pratique,  d'obstacles  convexes  en  forme  de  proues. 

Des  conditions  à  la  fois  nécessaires  cl  suffisantes  peuvent  d'ailleurs 
être  formulées  explicitement;  mais  elles  conduisent,  relativement  à  la 
fonction  arbitraire  dont  il  vient  d'être  question,  à  des  relations  com- 
pliquées dont  il  est  impossible  de  tirer  effectivement  parti  avant 
d'avoir  construit  la  solution  tout  entière  du  problème  d'Hydrodyna- 
mique correspondant  :  or,  c'est  précisément  cette  construction  préa- 
lable que  je  me  suis  proposé  d'éviter. 

Quelques-uns  des  résultat^  qui  vont  être  exposés  ont  été  communi- 
qués à  rAcadémie  des  Sciences  le  27  octobre  igiS  {Comptes  rendus, 
t.  157,  1913,  p.  700-703). 

CAS    DU    FIAIDF.    INDÉFINI. 

Nous  nous  occuperons  tout  d'abord  du  cas  le  plus  simple,  celui  où 
le  fluide  est  supposé  indéfini  autour  de  l'obstacle.  Les  formules  qui 
permettent  d'aborder  le  problème  ont  été  dans  ce  cas  établies  par 
M.  T.  Levi-Cività  et  par  nous-même.  Je  rappelle  en  quelques  mois 
ceux  des  résultats  dont  nous  aurons  besoin. 

Les  projections  de  la  vitesse  à  l'infini  étant  i  et  o,  si  l'on  désigne 
par  p  la  pression  en  un  point  du  fluide  (non  situé  dans  le  sillage)  et  V 
la  vitesse  (de  projections  u,  r)  en  ce  point,  on  a 

(1)  ^^^„+i(,_v^), 

Po  désignant  la  pression  à  l'infini  et  dans  le  sillage.  Tous  les  éléments 
du  mouvement  sont  déterminés  au  moyen  d'une  fonction  O.ÇC)  d'une 
variable  complexe  'C=^-t-f/],  dans  le  plan  de  laquelle  le  lluide  en 
mouvement  est  représenté  sur  un  demi-cercle,  comme  l'iiuliquent  suf- 
fisamment les  figures  ci-après. 
J'ai  montré  (')  qu'on  a 

(2)  iî(Ç)  =  -  f   *(£) '-p^ -ûf£  =  0-t-/T; 

(')  II.  ViLi.AT,  Annales  de  l' lîcole  Normale.  191 1,  p-  269. 
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0  est  l'angle  de  la  vitesse  avec  Ox;  la  vitesse  elle-raènie  est 

(3)  V  =  eT. 

Quant  à  la  fonction  <I>(c),  elle  est  arbitraire  aiitanl  que  l'obstacle 
donné;  $(î)  est  la  valeur  de  l'angle  0  au  point  de  la  paroi  solide  cor- 


f^i) 


(X,)    o 


respondant  au  point  X.  =  e'^  de  la  demi-circonférence  frontière  dans  le 
plan  ç.  On  sait  (')  que  cette  fonction  <b{t)  doit  satisfaire  à  la  con- 
dition 


(4) 


f   <b(t)dc  =  o. 


Enfin,  rappelons  que  la  correspondance  entre  les  points  des  plans 
-  =  a:  -f-  (y  et  s  =  H  -h  iq  est  fournie  par  l'égalité  (-) 


(5) 


=ï£>''(?+^--o..;)(c-i) 


où  a  désigne  une  constante,  et  c"»  le  point  correspondant  à  la  proue 
de  l'obstacle,  c'est-à-dire  au  point  où  le  courant  se  divise  avant  d'en- 
tourer le  solide. 

Ceci  posé,  les  difficultés  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  résolution 
du  problème  d'Hydrodynamique  sont  de  plusieurs  sortes  : 

1.  Pour  qu'une  configuration  construite  selon  les  procédés  qu'on 
vient  de  rappeler  soit  acceptable,  il  faut  d'abord  qu'elle  fournisse  pour 
la  pression  p  des  valeurs  partout  positives.  Si  l'on  veut  que  la  configu- 
ration soit  générale,  c'est-à-dire  indépendante  de  la  pression />„  à  lin- 


(')  H.  ViLLAT,  Ibid.,  p.  282. 

(')  T.  Levi-Cftita,  Circolo  di  Palermo.  1907,  \"  sera.,  p.  1. 
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fini,  il  est  nécessaire  et  suffisant  (pour  ce  qui  concerne  les  pressions) 
(]iip  la  vitesse  V  soit  partout  au  plus  égale  à  l'unité.  Comme 
M.  Brillnuin  l'a  montré  ('),  il  résulte  de  là  que  les  lignes  de  glisse- 
ment A,  et  Xo  doivent  être  constamment  convexes  vers  le  fluide  en 
mouvement;  de  ce  fait  se  conclut  l'impossibilité  d'un  sillage  limité  à 
Tarrièrc  de  l'obstacle.  Il  est  intéressant  de  remarquer  ici  en  passant 
que,  si  Ton  envisage  les  cas  où  la  pression/),,  (nécessairement  positive  ou 
nulle)  ne  serait  pas  nulle,  cette  convexité  des  lignes  de  glissement  n'est 
plus  indispensable.  Voici  un  exemple  qui  met  le  fait  en  évidence  : 

Prenons,  comme  fonction  $  dans  la  formule  (2),  $(£)  =  —  P  sin  £ 
pour  o  <  £  <<  -t:,  en  posant  en  outre  o  <  P  <;-,$(■::  —  e)  = — $(£) 

et  Sq  =     T..  Un  calcul  simple  montre  qu'on  a  alors 

T.  ;  ■     I  —  Ç- 

la  configuration  du   mouvement  est  alors    celle    de   la   figure.  Les 

Fie.  3. 


lignes  de  glissement  possèdent  chacune  un  point  d'inflexion.  Or 
les  pressions  seront  partout  positives  dès  que  l'on  aura  assujetti  p^, 
à  l'inégalité 

où  S,  représente  la  racine,  comprise  entre  o  et  j>  de  l'étpiation 

,  I 

loir  laniî.ç  H —  =  o. 

cos-4- 

C'est  ce  que  montre  un  calcul  facile  que  je  ne  reproduis  pas. 

Bien  que  des  considérations  de  stabilité  physique  rendent  des  conli- 

( ' )  Loc.  cil.,  p.  i5o. 
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gurations  telles  que  la  précédente  extrêmement  improbables  dans  la 
réalité,  elles  n'en  sont  pas  moins  théoriquement  possibles.  La  possibi- 
lité d'un  sillage  fermé  derrière  l'obstacle  pourrait  alors,  à  la  rigueur, 
résulter  de  ces  considérations.  On  peut,  toutefois,  montrer  que  l'im- 
possibilité d'un  tel  sillage  reste  entière  si  le  fluide  est  partout  indéfini, 
dans  toutes  les  directions;  c'est  un  point  sur  lequel  je  me  réserve  de 
revenir.  [Cf.  H.  Vill.vt,  Sur  le  changement  d'orientation  d'un 
obstacle  dans  un  courant  Jluide,  et  sur  quelques  questions  connexes 
{Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse^  I9i5),  3'  Partie.] 
Dans  ce  qui  suit,  je  me  placerai  dans  le  cas  général  où  l'on  n'assigne 
à  la  pression  p^  aucune  limite  inférieure.  La  condition 

V<i 
sera  donc  nécessaire  à  la  généralité  de  la  configuration  à  établir. 

IL  La  seconde  condition  nécessaire  pour  que  la  solution  soit  accep- 
table est  que,  au  domaine  demi-circulaire  du  plan  u  et  à  la  fonc- 
tion $  (c)  choisie,  corresponde  dans  le  plan  :;  un  domaine  d'un  seul 
tenant,  dont  les  frontières  ne  se  coupent  pas,  ni  elles-mêmes,  ni  les 
unes  les  autres.  Le  recoupement  en  question  peut  se  produire,  et 
M.  Brillouin  en  a  donné  des  exemples. 

Si  ces  deux  sortes  de  conditions  sont  réalisées,  le  mouvement  que 
l'on  aura  considéré  sera  acceptable,  du  point  de  vue  de  l'Hydrodyna- 
mique rationnelle. 

Je  vais  considérer  des  obstacles  symétriques  par  rapport  à  l'axe  Ox. 
On  sait  qu'alors  $(-  —  £)  =  —  $(£),  et  que  la  condition  (4)  est  satis- 
faite d'elle-même.  Nous  allons  dans  ces  conditions  trouver  des  cir- 
constances suffisantes  pour  la  validité  des  solutions,  pour  des  catégo- 
ries étendues  de  formes  d'obstacles  courbes,  comprenant  notamment 
les  formes  les  plus  intéressantes  pratiquement,  c'est-à-dire  les  formes 
en  proues.  Nous  supposerons  toujours  que,  sur  la  paroi  gd,,  la  tangente 
à  la  paroi  (dans  le  sens  du  courant)  fait  avec  Ox  un  angle  compris 
entre  les  limites  o  et  -. 

ÉTUDE    DES    VITESSES. 

Etudions  d'abord  la  difficulté  concernant  les  vitesses.  Comme  on  a 
V  =  e\  la  fonction  T,  (jui  est  harmonique  et  régulière  dans  le  demi- 
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cercle  du  plan  'Ç,  ne  doit  nulle  part  y  devenir  positive  :  elle  est  nulle 
par  construction  sur  la  frontière  constituée  par  le  diamètre  hori- 
zontal O;;  d'ailleurs,  son  maximum  ne  saurait  être  atteint  que  sur 
une  frontière;  il  faut  donc  simplement  s'assurer  que  T  ne  devient  pas 
positif  sur  la  frontière  demi-circulaire  |  ^  |  =  i  • 

Sur  cette  circonférence,  la  valeur  de  T  n'est  pas  fournie  directement 
par  la  formule  (2),  mais  j'ai  montré  (')  qu'au  point  ^  =  c"  on 
avait 

(6)  T(5)  =  -^  f   [<!.{£) -<I>(5)] 

'•  •-'0 

Or,  l'introduction  de  l'hypothèse  (4)  permet  d'écrire 

"^ ^  2  siii  ^^ ^sin 

s  22 

"  2  cos eus 

2  2 

d'où,  pour  le  cas  qui  nous  occupe,  après  transformations  élémen- 
taires, 

(7)  T(s)  =  -s,insl 1 \de, 

'  T.  J         \     COS£  —  COSS  C05E-T-C0S5    J 

OU  enfin 

'  ~  J  C05-Î  —  COS'5 

Comme,  de  toute  évidence,  on  a  T(::  —  s)  =  T(a'),  il  suffit  de  con- 
sidérer .y  entre   o  et  -;  alors,  sur  la  formule  précédente,  un  incmier 
2  1  ' 

résultat  apparaît  immédiatement. 

Si  la  fonction  $(£)cos£   est  mu;  fonction  croissante  de  t  pour  i 

(')  Annales  de  l'h'cole  Normale,  1911,  p.  2G|. 
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compris  entre  o  e/- .  T(5)  est  toujours  négatif,  et  la  vitesse  V  est 
plus  petite  que  i  dans  tout  le  mouvement. 

Cela  résulte  de  ce  que,  $(£)cos£  étant  croissant  et  cos-£  décrois- 
sant dans  le  même  intervalle,  le  quotient  qui  figure  sous  le  signe 
d'intégration  est  visiblement  négatif  dans  tout  l'intervalle. 

Observons  de  suite  que  ce  résultat  nous  donne  déjà  des  catégories 

Fig.  4. 


d'obstacles  intéressantes  :  par  exemple,  tous  les  obstacles  en  gouttière, 
concaves  vers  le  courant,  pour  lesquels  l'angle  $(£)  (qui  est  négatif 
dans  tout  le  long  de  la  paroi  PoO)  va  en  croissant  constamment 
lorsqu'on  parcourt  cette  paroi  dans  le  sens  de  la  flèche.  Dans  ce  cas, 
on  a  en  effet 


(9) 


cL 


-[<!>(£)  C05£]   =<!>'(£)  rt)Sc  —  a>(£) 


Mais  le  théorème  s'applique  aussi  lorsque  3' (s;)  n'est  pas  constamment 
croissant.  Voici  un  exemple  qui  fournit  un  obstacle  à  paroi  ondulée 
($  d'abord  croissant,  puis  décroissant)  :  si  l'on  prend 

^(e)  =  A( 2  COS'c  +  2  COSc  l) 

avec  o<:^A<<7r,  on  s'assure  aisément  que  la  condition  ci-dessus  est 
vérifiée  et  que  l'obstacle  correspondant  possède  la  forme  indiquée  par 
la  figure  5  :  aux  points  O,  P,,  P^,  les  angles  des  tangentes  à  la  paroi 
avec  0,r  sont  ±A;  aux  points  d'inflexion,  les  angles  sont  ±:-A. 

Journ.  de  ,l/«//i.  (O*  série),  loiiie  X.  —  l'USC.  III,  lyi'i-  "^  ' 
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On  peiil  former  avilanl  dV-xcinplcs  que  Ton  veut,  vérifianl  la  con- 
dition (9),  avec  des  obstacles  dont  les  parois  présenlent  un  nombre 
(pielconquo  d'ondulations. 

Le  niènie  ibéorème  s'applique  aussi  à  des  obstacles  convexes  vers  le 


P,\^ 


2'-. 


courant,  pour  lesquels  <!>(£)  est  constamment  décroissant.  Dans  ce  cas, 
l'inégalité  à  satisfaire  montre  d'une  façon  évidente  que  *l*'(o)  doit  être 
nul.  On  vérifierait  par  exemple  facilement  que  la  fonction 

<!)(£)=:—  A(sin=E  +6), 

avec  A  <^  j>  o  <^h  <^Q.,  rentre  dans  l'application  précédente  et  donne 
un  obstacle  de  la  forme  ci-dessous  : 


Pour  aller  mainlenant  plus  loin,  nous  allons  étudier  d'une  manière 
plus  précise  la  variation  de  la  fonction  T(s)  donnée  par  la  formule  (8), 
<piand  s  varie  de  o  à  -•  Nous  allons  pour  cela  former  une  expression 
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de  la  dérivée  de  cette  fonction,  en  utilisant  le  calcul  préliminaire  que 
nous  exposerons  tout  d'abord  dans  le  paragraphe  ci-dessous. 


CALCUL    D  UNE    DKUIVKK    NORMALE. 

Rappelons-nous  tout  d'abord  que,  la  fonction  i2  =  0 -4- iT  étant 

analytique,  on  a,  en  désignant  par  y-  une  dérivée  normale  prise  vers 

l'extérieur  du  domaine, 

dT  _  M 
ds        du 

tant  que  les  dérivées  écrites  conservent  un  sens.  Le  calcul  de  -j-  sur 
la  demi-circonférence  revient  donc  à  celui  d'une  dérivée  normale. 
Observons  encore  que  la  fonction  Ci  définie  par  (2)  peut  être  consi- 
dérée comme  définie  dans  tout  le  cercle,  |  ^  |5i,  les  valeurs  qu'elle 
prend  dans  le  demi-cercle  inférieur  étant  conjuguées  des  valeurs  prises 
dans  le  demi-cercle  supérieur. 

Or,  envisageons  d'une  manière  plus  générale  une  fonction  analytique 
définie  à  une  constante  près,  imaginaire  pure,  dans  tout  le  cercle,  par 
la  condition  que  sa  partie  réelle  prenne  à  la  frontière  des  valeurs 
données  9 (s)  [sans  qu'on  ait  pour  l'instant  0(2-  —  £)  =  o(£)]. 
La  fonction 

(10)  w(n  =  —  /      o{i)'  ^  f    .t^c  =  3r-f-  i- 

répond  à  la  question  (  '  ).  Posons 

;  =  pe-'. 

Tant  que  p  est  plus  petit  que  i,  on  a  évidemment 

(')  C/.  ScHWARTZ,  Zur  Intégral,  der  part.  Differenlialgleichurif^en  A«  =  o 
{Journal  de  Crelle,  1872,  p.  218).  —  H.  Villat,  Le  problème  de  Dirichlet 
relatif  au  cercle  {Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1911, 
p.  443).  —  T.  BoGGio,  Sulle  funzioni  di  variabile  complessa  in  un'area  circo- 
lare  {.Itti  délia  H.  Accad.  di  Torino,  1911-1912). 
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Admettons  que  la  fonction  donnée  o(£)  possède  une  dérivée,  saut' 
peut-être  en  un  nombre  fini  de  points,  pour  lesquels  il  y  aurait  une 
dérivée  à  droite  et  une  dérivée  à  gauche,  la  fonction  o(î)  pouvant 
elle-même  être  discontinue  en  ces  points.  Pour  fixer  les  idées,  suppo- 
sons, comme  cela  sera  le  cas  dans  l'application  que  nous  avons  en  vue, 
qu'il  y  ait  quatre  tels  points  :  à  savoir  les  deux  points  £  ^  o  et  £  =  t:, 
pour  lesquels  la  dérivée  9'(£)  pourra  être  discontinue,  la  fonction  g(£) 
ne  l'étant  pas,  et  les  deux  points  £  =  £,61  £  =  £o,  pour  lesquels  la 
fonction  et  la  dérivée  seront  toutes  deux  discontinues. 

Dans  ces  conditions,  une  simple  intégration  par  parties  nous  per- 
mettra d'écrire 

■      dp        TTp  L°^       I  —  pc'<---^'Jt,        T.pJ^^      ^  ^'' I  —  pe'i^-''' 

En  explicitant  le  crochet  du  second  membre,  il  faut  naturellement 
tenir  compte  des  discontinuités  de  la  fonction  o;  en  même  temps,  fai- 
sons apparaître  dans  l'intégrale  restante  la  difTérence  9'(  £)  —  o'{s)  ; 
il  est  clair  qu'il  viendra 

^_        i    r?(£|  — o)  —  9(£i-^o)        oÇs,  — o)  —  9(£r,-ho)1 

/      y--^"o'(;)-o'(^)  i  f'^  (h 

/ ,  '    _     as. œ  ( -S )  /       ■■ ;  • 

^P^o  I  — pe"^-''  T.p'^'J^       ,_pe'(^-e) 

Maintenant  un  calcul  élémentaire  nous  donne,  pour  p  <C  i , 

/'  '        de         2  71 

De  sorte  que,  finalement, 


,J  l-pc"-"    '>  p'    ■    ' 


Jp        Op  t)p  '^•?J<i         ■  —  pe"»'~^'    "^       p' 

))—  9(£,-l-o)  9(£j—  O)  o(£2-|-0) 


i    r9(£i  —  o 

T.p  [  i^ 


Et  comme  on  a 


T.p  \  I  —  pe''''~^i'  I  —  pe"^~^.* 

I  —  p  cos(.ç  —  s)  -<-  jp  sin  {s  —  £) 

I  —  2pC0s(i  —  £)  H-  p- 
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on  en  tire  de  suite 

('3)  —  =       -  /       [9'(£)  — 9  (.5)]— - 


àp  T^Jn  '  '  2pC0S(.1-  £)-t-f 

sin  {s  —  £|  ) 


—  -[9(£,— o)  — 9(£,  +  0)] 


1  —  2p  CO=(5  —  £|  )  -r- 
sin(i  —  £,) 


2pCOS(5  —  £2)  H-  p- 

Or,  quand  p  tend  vers  i,  cette  expression  prend  la  forme 

'd^\  I        r       r     //     N  //M  .Ç—  £ 


^•^)       (f)p=,=^X'"f'^'^^^-'^'^'^^^"" 


rfc 


Cp(£l —  O) o(£|-)-0)  5 £, 

'■ cot 


O(£o—  o)  —  o(£,+  0)  S £., 

- — = — ^ col ■ 


qui  a  généralement  un  sens.  Il  résulte  même  facilement  de  ce  qui  pré- 
cède que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la  dérivée  -^ 

existe  au  point  e"  de  la  frontière  [en  supposant  bien  entendu  l'exis- 
tence de  9'(-yjJ,  est  que  l'intégrale 


r  [o'{l)-o'{s)^ciA'—-^d, 


ait  un  sens  en  ce  point.  C'est  évidemment  ce  qui  aura  lieu,  sauf  aux 
points  de  discontinuité  dont  on  a  admis  la  présence. 

Ce  point  étant  acquis,  observons  qu'en  un  point  de  la  frontière 
2  =  I,  on  a 

dp        du 

et  applicpions  le  résultat  qui  précède  ù  la  fonction  0  considérée  anté- 
rieurement. 11  suflit  pour  cela  de  supposer 

9  =  *,       £!=r'        ^=— — ' 

o(£j— o)  =  9(e, -t-o),         9(£5-+-o)  =  9(£,  — o),         «(î,  — o)  — —  o(£, -1- o) . 
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Nous  poserons  d'ailleurs,  pour  abréger  l'écriture, 


(i5)  9(-  +  ol=a, 

de  sorte  que  la.  représentera  l'angle  que  font  entre  elles  les  deux  tan- 
gentes en  O  aux  parois  solidos  (dans  le  sens  du  courant).  Alors,  un 
calcul  élémentaire  réduira  la  partie  tout  intégrée  du  second  membre 
de(i4);i 


Ramenons  maintenant  l'intégrale  restante  à    Une  autre  prise   entre 

les  limites  o  et--  Admettons  toujours  l'existence  de  la  dérivée  <I>' dans 

les  conditions  susdites,  et  observons  que  l'hypothèse  $(2-  —  £)  =  <!)(£) 
entraine  <I)'(2-  —  i)  =  —  <!*'(£)•  H  vient  d'abord 


■  di- 


Or  on  trouve,  par  un  calcul  facile, 

—   /       [<!)'(£    —<I>'(:ç1  col di—-   /  ^    '^  ■ 

2  1^J„  2  7iJ„ 


COS£  —  C0S5 


Enfin,  la  condition  0(-û:  —  t)  =  —  <^{i)  entraînant  (I)'(z  — s)  =  $'(£), 
on  a 

■<!>'(£)  sin£  —  «l>'(5)  sifii-    , 


^' 


COS£  —  C0S5 


_i     r'  ra>'i  £)  siriE  —  «ï)'(.ç)sins        <!•'(£)  sin£  —  «&'(«)  sin5  I 

■n  J         L       COSE  —  COSi  COS£  -H  OOSi       J 

(/<!•      ,         .     ,.  dl 

et  par  conséquent  on  a  pour  -r-  >  c  est-a-dire  pour  -77) 

rfT_2C0s.v    /"' 4>'(£)sin£  —  <I>'{s)sin.ç  2a 

ds  7l  A  COS-£ COS-5  "  TTCDS.V 

De  là  nous  déduisons  immédiatement  le  résultat  suivant  : 

Si.  <I>'(î)sin£  est  une  foncliun  de  t  croissante  dans  Vinter\-alle 


SOLUTIONS    DE    CERTAINS    PROBLÈMES    d'iIYDRODVN  AMIQL'E.  243 

o,  'i  la  fonction  T  sera  constamment  décroissante  dans  le  même 
intervalle.  Car  l'angle  a  est  positif,  et  l'intécirale  qu'on  vient  d'écrire 
sera  visiblement  négative.  Comme  la  valeur  initiale  de  T  pour  s  =  o 
est  zéro,  puisque  par  construction  T  est  nul  sur  l'axe  réel,  il  en  résulte 
que  T  sera  partout  négatif.  On  peut  même  ajouter,  à  cause  de  la 
formule  (3),  que,  le  long  des  parois  solides,  la  vitesse  ira  en  croissant 
constamment  depuis  le  point  O  jusqu'aux  points  de  départ  P,  et  P^ 
des  lignes  de  glissement. 

Ce  théorème  nous  fournit  encore  des  catégories  variées  de  formes 
d'obstacles,  parmi  lesquelles  notamment  des  formes  en  proues.  On  en 
formerait  explicitement  autant  d'exemples  que  l'on  voudrait. 

Avant  d'aller  plus  loin,  faisons  usage  de  la  formule  (iG)  que  nous 
venons  de  démontrer,  dans  le  cas  général  où  l'on  ne  suppose  rien  sur 
le  mode  de  variation  de  $'(£),  en  vue  d'obtenir  un  théorème  qui  nous 
sera  important.  Remarquons,  à  cet  effet,  qu'il  est  indispensable  que 
T  commence  par  décroître  à  partir  de  s  =  o,  sans  quoi  il  commencerait 
par  être  positif  dans  un  intervalle  fini,  et  la  configuration  correspon- 
dante serait  à  rejeter.  11  n'est  pas  certain,  à  cause  des  transformations 
qu'on  a  faites  précédemment,  et  qui  peuvent  n'être  pas  valables  au 
point  de  discontinuité  5  =  0,  que  la  valeur  initiale  de  -r-  soit  donnée 
par  la  formule  (17);  mais  on  a,  d'après  (16), 

('5^)^^^  =  -^/^"[1''{î)-1''(+")]C0lJrfc-^        ('), 

ce  qui  peut  s'écrire 


\ds 


= —    I        }[<1»'(£)— a>'(-t-o)]c0l-4-[a»'(£)+<ï>'(-(-0)]C0t  -[rfî  — — . 


On  voit  alors  que,  si  <ï>'(-t-o)  est  positif,  cette  expression  est  négative 
[et  même  infiniment  grande  si  $'(  +  0)  n'est  pas  nul  (-)J;  mais  si  $'(-t-o) 

(')  Dans  ce  calcul,  <l>(-l-o)  esl  la  limile,  suppoiée  déjà  existante,  île  «l*  (,î) 
quand  s  tend  vers  zéro  positivement. 

(')  Ce  résultat  esl  bien  conforme  aux  tliéorèmes  généraux  sur  les  dérivées  des 
potentiels,  établis  par  S.  Zakemba  {Bull.  Ac.  Se.  Cracovie,  igoS,  p.  70-168); 
A.  HouiiORSKt  {Prace  Malemalyczno-Fizyczno,  1909,  p.  i-i4')!  Almansi 
(Annali  di  Mat.,  1898,  p.  i-5i);  Licmsienstein  {J.  de  6'/-e//e,  191  2.  p.  12-42). 
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est  négatif  el  non  nul,  celle  expression  est  an  conlraire  sûrement  posi- 
tive, et  par  suite  T  commence  par  croître.  Enfin,  si  $  (+o)  est  nul,  il 
sera  nécessaire  que  l'expression  restante 

—  -     /        <!>'(£)  col- f/£ —, 

qu'on  mettra  sous  la  forme 

■kJ^      sins      "         r.  ' 
soit  négative  (ou  nulle)  ;  d'où  en  ce  cas  la  condition  nécessaire 


(l8)  f     ~SlldE-h  X~-0  on  f 

J„       sin£  "  J 


un  e 


di  —  <^(  -  —  o]>o 


Si  maintenant  on  observe  que  cette  condition  se  trouve  vérifiée  d'elle- 
même  si  $'(-1- o)  >  o,  el  qu'elle  entraîne  (I>'(  +  o)  =  o  si  l'on  ne 
suppose  pas  cette  quantité  positive,  on  voit  que  ccfle  condùion  (i8) 
est  nécessaire  dans  tous  les  cas.  Ce  fait  sera  essentiel  ultérieu- 
rement. 

Il  est  important  d'introduire  ici  une  remarcjue  sur  le  sens  de  cette 
condition.  En  général,  elle  assure  que  le  rayon  de  courbure  des  lignes 
de  glissement  au  départ,  c'est-à-dire  aux  points  P,  et  Po,  soit  nul  :  les 
obstacles  correspondants  sont  donc  tous  à  bords  tranchants.  Au  con- 
traire, le  cas  des  obstacles  formant  proue  véritable,  c'est-à-dire  des 
obstacles  à  l'arrière  desquels  le  jet  se  détache  avec  un  rayon  de  cour- 
bure non  nul,  ne  peut  correspondre  qu'au  cas  limite  où  l'inégalité  (i8) 
se  transforme  en  une  inégalité  {Cf.  M.  Brillouin,  loc.  cil.,  p.  170). 
Si  l'on  calcule  en  efîet  le  rayon  de  courbure  de  la  ligne  de  glissement 
inférieure,  en  P,,  ce  rayon  est 

en  désignant  par  d<7  l'élément  d'arc  de  la  ligne  de  glisscmenl,  fourni 
par  [éq.  (;'))] 

\dG\  =  \dz\=z\~U+-\U--\       \  =  d^- 


Ç  "  2       Ç^ 
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puisque,  sur  la  ligne  en  question,  ^  est  réel  et  que  le  module  de  l'iÇi. 
égal  à  l'inverse  de  la  vitesse,  est  égal  à  i.  On  a  donc 

Or  -^,  pour  C  =  I,   qui  correspond  au  point  P^,  n'est  autre  que  la 

dérivée  normale  extérieure,  déjà  calculée,  en  ce  point  :  on  a  vu  qu'elle 
était  égale  à 


-If 


'*'(£) 


siric 


ds  — 


Donc,  tant  que  celte  expression  n'est  pas  nulle,  on  a  bien  R  =  o 
pour  ^  =  1,  d'où  le  résultat  annoncé  :  la  pioue  véritable  correspond 
bien  au  cas  limite 

/      — ; rf£H-a  =  o. 

Jo      sin- 

Revenons  maintenant  à  la  formule  (17),  et  supposons  que  Ton  ne 
soit  pas  dans  le  cas  d'application  des  résultats  antérieurs  concernant 
le  signe  de  T.  Pour  aller  plus  loin,  il  serait  alors  nécessaire  de  savoir 
le  sens  de  la  variation  de  la  fonction  de  s  suivante  : 

(,û)  P(,)  =  1^211    r  'ï''(OsinE-a.(.v)sin.^,_ 

7:        J^  COs'c  —  COS'5 

Or  le  changement  de  variables  et  de  fonction 
permet  d'écrire 

•H 

TT      J^  siii'e,  —  sin-:ç, 

ou  encore 


-      J  cos-e,  —  cos'i, 

Joarn.  de  Math.  (G*  scric),  lome  \.  —  Kasc.  III,  1914.  -J2 
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Or,  si  l'on  se  re[)orle  à  la  fonnule  (8),  on  vérilie  inimédialcmenl  que 
cette  expression  n'est  autre,  au  signe  près,  que  la  valeur  de  la  partie 
imaginaire  d'une  fonction  analytique  analogue  à  0.('Ç),  et  définie  par 
les  valeurs  de  sa  partie  réelle  sur  la  circonférence  |'(|  ^  i,  à  savoir  : 

'Ke,)   pour  G  <[  £,  <[  -.  avec  les  relations  supplémentaires 

^(7t  —  £i)=—  J^(£,),  '1(271  — £,)=ll;(£,). 

Alors,  en  admettant  l'existence  d'une  dérivée  ■^''(e,),  c'est-à-dire 
celle  de  'i>"  (t),  sauf  peut-être  aux  points  déjà  indiqués  antérieurement, 

dP 

un  procédé  déjà  employé  permettra  de  mettre  la  dérivée  -j-^  sous  la 
forme 

dPi  2Cos5|     /""  (];'(£,)  sins,  —  ij;'(i,)  sin.?, 


^P)  2Cos5|    /""  (];'(£,)  sins, — 


COS^S, 


^[,(I-„)-,(î.„)], 


Revenons  aux  notations  primitives  :  remarquons  que  l'on  a 

rf.J>(£,) 


■y{î.)  = 

dsi 

dP 

ds  ' 

ih 

il  vient 

dp 

•.!  sin.s' 

ds   ~ 

■K 

ou  encore 

t',n\ 

dp 

1  sin.ç    y 

C?£, 


<i."  f -£,  =-a>"(£), 


-—'^ 


;^— oj         ei         i|;^-:  _oj —<!)'(+ o) 


U>"  (  £  )  COS  £  —  '[>'  (  ■;  )  COS  5  2$'(-1-o) 

sin-£  —  sin^i  nsins 


.               dP        asin.ç    /""  <!>"(£)  cos£  —  «I»"(.ç)  cn«.ç    ,         2$'(-l-o) 
(20)  —j-  — / ^ dz-^ : '-■ 

<IS  T.        ,/,,  COS''£ COS-.S-  TTSllli 

(  )n  a  vu  {]ue  $'( -f-  o)  était  nécessairement  positif  ou  nul  ;  supposons 
que  celle  (piantilé  soit  nulle  :  c'est  notamment  le  cas  (r/".  p.  24 'i) 
pour  tous  les  obstacles   en  forme  de  proue  convexe,  pour  lesquels 

nécessairement  <!>'(£)  est  partout  négatif  (entre  o  et  -)•  Supposons 
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ds 


dp 
de  plus  $"(£)cos£  croissant  dans  cet  intervalle,  alors  -j-  sera  toujours 


négatif,  P  ira  en  décroissant;  —,  somme  de  deux  quantités  décrois- 
santes, sera  aussi  décroissante,  et  comme  sa  valeur  initiale  est 
négative,  elle  sera  toujours  négative;  de  sorte  que  T  décroîtra  con- 
stamment, à  partir  de  zéro,  et  sera  toujours  négatif.  D'où  le  résultat 
suivant  : 

Si  ro/i  a  «I>'(-i-o)  =  o,  et  si,  la  fonction  0"(£)cos£  est  croissante 

dans  L'intervalle  o,  ->  les  vitesses  seront  partout  plus  petites  que  i  ; 

de  plus,  le  long  des  parois  solides,  la  vitesse  croîtra  de  o  à  i, 
depuis  le  point  O  jusqu'aux  points  P,  et  Pj. 

Continuons  à  supposer  $'(-f-  o)  =  o,  mais  qu'on  ne  soit  pas  dans  le 
cas  d'appliquer  le  résultat  précédent,  ni  l'un  des  antérieurs.  Dans  ces 

conditions,  l'expression  de  -7-,  alors  réduite  à 

f/P        asiiii    r' <I>"(£)cosc  — $"(.?)  coss   , 

(21)  -p  =  /      :: ; «^' 

ds  T.      J  cos-c  —  C0S-5 

rapprochée  de  la  formule  (8),  nous  permet  de  conclure,  en  admettant 
l'existence  d'une  dérivée  troisième  <!>"'(£)  continue  toujours  dans  les 
mêmes  conditions  que  les  dérivées  précédemment  introduites, 

T  ■>$" 

(r/2P_3ros.ç    /■■  <!)'"(£)  sins —  «KC.Osins  

ds-  71       J^  C05-£  —  cos'i  ~^  : 

D'autre  part,  un  calcul  immédiat  nous  donne 

rf^T  _d-V        iy.  i  +  ^in-^5 
ds^  ds-  T.         COi's 

Alors,  si  l'on  suppose  <!)"[-  — oj  ;^o,  et  $"'(£)sin£   croissant  dans 

l'intervalle  o,  -,  on  voit  que  -rr-  sera  décroissant.  Sa  valeur  initiale 
se  présente  sous  forme  indélerminéc,  mais  on  démontre  aisément 
que  —  tend  vers  zéro  avec   s\  il   suifit  pour  cela  de  montrer  que. 
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Y]  étant  un  nombre  positif  choisi  arbitrairement  petit  on  a 

,    ,.  r  '  4»''(c)  cos£  —  4>"(s)cos^   ,         (  qiiantilé  infiniment 

(23)  sins  I     — —^ ; rfs  =  {  ^ 

J^  cos-£  —  cos-s  (        petite  avec  Y). 

Or  l'existence  admise  de  la  dérivée  $'",  supposée  finie,  permet  de 

décomposer  l'intégrale  (aS)  en  deux,  l'une  étendue  de  .s  à  y),  et  qui 

est  de  l'ordre  de  v],  l'autre  étendue  de  o  à  *,  et  qui  tend  vers  zéro 

avec  s.  D'où  la  conclusion  désirée. 

.-,       dP  .  ,       .       cIT  .     .  , .       • 

Alors -3- est  toujours  négative,  ^également,  comme  décroissant 

à  partir  d'une  valeur  négative,  et  par  suite  T  étant  toujours  négatif, 
les  vitesses  sont  partout  inférieures  à  i.  D'où  encore  ce  résultat  : 

Si  l'on  a  $'(+o)  =  o,  $"(-  — oj  ;:o,  el  si  $"'(£)sin£  esl  une 
fonction  croissante  dans  Vinteri^alle  o,  -,  les  vitesses  dans  le  Jluide 

seront  partout  inférieures  à  1.  Sur  les  parois  solides,  les  vitesses 
seront  encore  croissantes  depuis  le  point  O  jusqu'aux  points  P, 
ou   Pj. 

Il  est  clair  qu'on  peut  poursuivre  indéfiniment  l'application  du 
procédé  employé,  et  qu'on  arrivera  à  un  résultat  de  Ja  forme  générale 
suivante  : 

En  admettant  l'existence  des  dérivées  de  $(£)  jusqu'il  l'ordre  in 
ou  2«  +  i,  on  sera  sûr  que  les  vitesses  ne  dépassent  jamais  l'unité, 
moyennant  que  la  fonction  $'"'(£)  cos£  ou  la  fonction  $  """^"(£)sin£ 

sera  constamment  croissante  dans  l'intervalle  o,  -,  et  moyennant 
quelques  égalités  ou  inégalités  supplémentaires  relatives  aux  valeurs 
des  dérivées  de  $  aux  extrémités,  o  et  -,  de  l'intervalle.  Je  n'expli- 
citerai pas  davantage  ces  inégalilés,  qui  ont  été  écrites  ci-dessus  pour 
les  premières  valeurs  de  n. 

iNous  allons  maintenant  considérer  plus  jiarliculièremcnl  les  obs- 
tacles dont  le  profil  est  convexe  vers  le  courant,  catégorie  d'obstacles 
qui  comprend  les  formes  de  proues  convexes  {Cf.  plus  haut,  p.  244)- 
Gela  revient  à  dire  que  nous  supposons  que  la  fonction  4>(£)  est  une 

fonction   négative  décroissante,   de   t,  dans  l'intervalle  o,  -,    c'est- 
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à-dire 

«I»(£)<0,  <I>'(£)<0. 

Le  long  de  la  paroi  solide  OPo,  on  peut  écrire,  comme  nous  l'avons 
vu  [éq.  (7)],  la  valeur  de  T  sous  la  forme 

T.     J^       L  COS£  —  COSS  COS£  +  COSi     |  \  2 

Observons  que  les  deux  fonctions 


J  ^  COS£  +  COiS 


(.5)     ■  B(.,  =  ;   "'•'-""V, 


f. 


sont  positives,  la  première  à  cause  de  l'hypothèse  O  <;  o,  la  seconde  à 
cause  du  fait  que  $(•?)  décroît,  ainsi  que  cos^,  dans  l'intervalle  consi- 
déré. Démontrer  que  T  reste  négatif  reviendrait  à  faire  voir  qu'on  a 

constammen-t 

A(.«)>B(i). 

On  s'assure  très  aisément  que  la  décroissance  de  4>  entraîne  que  la 
fonction  A  (.y)  soit  croissante.  D'autre  part,  nous  savons  que,  au 
départ,  pour  s  =  o,  la  différence  A  —  B  commence  par  être  négative 
ou  nulle,  puisque  rinégalité  (i8)  nécessaire  assure,  comme  on  l'a 
déjà  vu,  que  T  commence  par  diminuer  et  que  T  est  nul  au  départ.  II 
est  donc  un  cas  où  nous  pourrons  affirmer  a  priori  que  l'inégalité  (i  8) 
est  toujours  satisfaite,  à  savoir  celui  où  la  fonction  B(s)  serait  cons- 
tamment décroissante. 
Or  posons 

fZ  =  COS£,  II^^ZCOSS, 

$(£)=-F(m). 

La  fonction  F(«)sera  positive  décroissante  dans  l'intervalle  o-<«  ■<  i 
(voioy?^.  7),  et  l'on  aura  immédiatement 


B,{u)^J 


y/i  — a» 
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Or  la  liçiirc  donne  de  suite 


l-(u,)-F(n) 


=:  lange, 


d'où 


ri  . 

■     M  /l    —    «■ 


Ceci  posé,  on  voit  que,  si  la  courl)c  de  la  figure  est  convexe  du  cùté 
des  F  positifs,  Texpression  taug  0  décroîtra  lorsque,  ([uel  (jue  soit  M  lixe, 


Fig.  7. 
F 


Mo 


le  point  Mo  se  déplacera  dans  le  sens  de  P  vers  Q,  c'est-à-dire  lorsque 
s  croîtra;  il  en  sera  par  suite  de  même  de  la  fonction  6(5).  Il  en 
résulte  donc,  dans  ce  cas,  que  T  est  toujours  négatif.  Or  la  convexité 
est  tournée  vers  le  haut,  si  F'(u)  =  —. —    est    une   fonction   décrois- 

^     ^  sin£ 

santé  de  u,  c'est-à-dire  une  fonction  croissante  de  s;  on  a  donc  le 
théorème  suivant  : 

Pour  des  obstacles  convexes  î>ei's  le  cowant  [(l>(£)<|o,  <!>'(£)  <;o], 

si     .       est  une  fonction  croissante  dans  !.' intervalle  o,  ->  lesritesses 

sin£  ■  2 

dans  le  fluide  sont  partout  acceptables,  c  est-à-dire  inférieures  à  i . 

On  peut  améliorer  ce  résultat  par  l'artifice  suivant  (applicable  du 
reste  également  aux  théorèmes  antérieurement  énoncés),  que  je  vais 
exposer  rapidement. 

Avec  les  mêmes  notations  que  plus  haut,  soit 

a>,(£)  =  F,(,/) 

une  nouvelli'  jonction,  non  forcément  positive  dans  tout  l'intervalle  0,1 
pour  «,  et  non  forcément  décroissante;  supposons  que  la  fonction  T,, 
calculée  au  moyen  de  F,  (ou  de  $,)  comme  T  se  calcule  au  moyen 
de  F,  soit  conslammenl  positive;  supposons,  en  outre,  que  cette  fonc- 


SOLUTIONS    DE    CEIITAINS    PROBLEMES    d'hYDRODYNAMIQUE.  25 1 

tion  vérifie  l'inégalité  fondamentale  (i8).  Dans  ces  conditions,  si  l'on 
a,  dans  l'intervalle  o,  i, 

F(«)  +  F,(w)>o,         F(«)-t-F;(«)<o,         F'{u)  +  F'[{u)<o, 

la  fonction  F  +  F,  se  trouve  dans  le  cas  d'application  du  théorème 
précédent,  car  l'inégalité  (  1 8)  étant  vérifiée  par  F  et  par  F,  est  véri- 
fiée par  la  somme  F  -i-  F,.  Il  en  résulte  qu'on  a  constamnjcnt 

T-hT,<o 
et,  par  suite, 

T<o. 

En  voici  un  exemple  simple.  Cherchons  si  l'on  peut  trouver  une 
fonction  F,  égale  à  un  polynôme  du  second  degré;  posons 

F,  (  «  )  ^  a«*  +  2  ÔM  4-  c. 

Un  calcul  élémentaire  montre  que  l'inégalité  fondamentale  (i8)  exige 
ici 

(26)  67:  H-  2fl  -h  c^o,  =  A^ 

D'autre  part,  la  condition  que  T,  soit  positif  se  met  sans  difficulté 
sous  la  forme 

(27)  (a  cos'i  ■+■  c)  \  (a  -h  b-) h  Ios;col(  -I- )     -  o. 

^    ^'  ^  '  [_•  acoa-s-\-c  *        \4        2/J 

Cette  inégalité  doit  être  vérifiée  pour  o<[s-<^--  Pour^^->  cela 

exige  évidemment 

c  <  o. 

Appelant  H  (.s)  le  crochet  qui  figure  dans  (27).  On  a  facilement 

dli        ,  ,     ,cosi(2a-+-c  —  acos's)  1 

-3-  =  (a  -1-  b-n) -, TT— 1 

as  (acos's  -{-  cy  cosi 

^=  sgn  i  —  ahn  cos'i  +  [2f7c+  (f?  +  /^t:)  (2  a  4-  c)]  cos-s  -\-  c-  j  z^  sgiiU(cos'5). 

II  (s)  étant  certainement  positif  pour  s  =  -,  et  nul  pour  6'  =^  o,  cher- 
chons à  exprimer  qu'il  est  toujours  positif,  ce  (pii  sera  assuré  s'il  est 
toujours  croissant.  Il  est  nécessaire  poui'  cela  que  ll(i)  soit  positif. 
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ce  qui  donne 

—  abi:  +  2ac  -h  {a  -^  br.)  (2a  -h  c)  -i-  c-io. 

Supposons  alors  a  négatif  Oiypollièse  naturelle  en  vue  d'assurer  à  la 
condition  F" -h  F'I  <^  o  le  maximum  de  chances  d'être  réalisée).  Po- 
sons 

a  T=  —  a' ,         c  =  —  c', 

et  remplaçons  dans  l'inégalité  précédente  b-  par  sa  valeur 

iTT  =  2(7'+  c'  +  /.- 

tirée  de  (26);  il  vient,  par  un  calcul  simple, 

—  A-(a'-h  c')  ï  o,         ce  qui  exige         k=zo. 

Il  est  maintenant  facile  de  s'assurer  que  le  trinôme  LÎ(cos-.v)  a  ses 
racines  réelles  et  positives;  nous  voulons  qu'aucune  de  ces  racines  ne 
soit  comprise  entre  o  et  i;  il  faut  et  il  suffit  pour  cela,  vu  les  conditions 
précédentes,  que 

2ac  -+-  {a  -h  br.)(2a  -i-  c) 

ï^bl:  ■^'' 

ce  (jui  réduit  à 

{c'-\-a'){c' — 2(7')  <o  ou  bien  c' >  2rt'. 

Cela  étant,  on  voit  bien  maintenant  (jue  linégalité  (2';)  sera  cons- 
tamment vérifiée.  De  là  on  déduit  le  résultat  suivant  : 

Si,  ayant  posé 

«  =  COS£,  <P{c)  =  F((/), 

on  peut  Iroin/'f  deux  nombres  positifs  a'  et  c' (c'  >  2a')  tels  que  les 

inégalités  suivantes 

-<                            ^ 
h   (il) —    a'ti--{ (2rt-(-c')«  —  c'îo. 

7; 

V  (il)  —  la' a  -(- -  (2rt'+ c')  5o, 

7Î 

V'(u)~^a'^n 

soient  feiupLies  constamment  entre  o  et  1 ,  /a  solution  construite  au 
moyen  de  la  fonction  <!>(£)  donnera  naissance  à  des  vitesses  partout 
inférieures  à  i,  donc  acceptables. 
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11  est  facile  de  s'assurer  que  les  inégalités  précédentes  seraient 
entraînées  par  les  suivantes,  plus  restrictives,  mais  d'un  emploi  pra- 
tique plus  commode  : 

F  ((/)  —  c'  î:  o, 

F'(«)  -+-  -(2a'-i-c')^o, 
F"{u)  —  2  a'  S o. 

Il  serait  aisé  de  donner  des  exemples  d'application  de  ce  résultat,  pour 
lesquels  les  règles  trouvées  antérieurement  seraient  en  même  temps  en 
défaut. 

En  ce  qui  concerne  les  obstacles  convexes  vers  le  courant,  il  semble- 
rait assez  naturel  de  s'attendre  à  ce  que  la  condition  nécessaire  (i 8)  fut 
en  même  temps  suffisante  à  assurer  la  validité  de  la  solution,  aussi 
bien  en  ce  qui  concerne  les  vitesses  qu'en  ce  qui  concerne  les  lignes 
de  glissement.  (Pour  ces  dernières  lignes,  cela  résultera,  en  effet, 
d'un  théorème  démontré  un  peu  plus  loin.)  Si  le  fait  était  exact,  il 
enlèverait  tout  intérêt  au  théorème  qui  vient  d'être  démontré  dans  le 
précédent  paragraphe.  En  réalité,  au  contraire,  la  condition  (i8)  n'est 
pas  suffisante  pour  les  obstacles  convexes.  Je  laisse  de  côté  pour  le 
moment  la  démonstration  de  cette  affirmation,  qui  sera  légitimée  a  pos- 
teriori à  la  fin  de  ce  Mémoire,  le  point  en  question  étant  compris 
comme  casparticulier  dans  un  théorème  plus  général  qu'on  trouvera  à 
la  page  286  du  présent  travail. 

ÉTUDE    DES    LIGNES    DE    GLISSEMENT. 

Je  me  propose  d'étudier  maintenant  l'allure  des  lignes  de  glisse- 
ment, ou  de  jet;  nous  considérerons  par  exemple  la  ligne  X,  qui  cor- 
respond à  "C  réel  compris  entre  o  et  1.  L'angle  0  que  fait  avec  Ox  la 
tangente  au  jet  dans  le  sens  du  courant  varie  alors  de  zéro  (point  à 
l'infini)  à  la  valeur  (négative)  de  l'angle  que  fait  avec  Ox  la  tangente 
en  Pj  à  la  paroi  solide.  Toutes  les  fois  que  nous  pourrons  affirmer  que 
©décroît  dans  tout  l'intervalle  correspondant,  il  en  résultera  une  ligne Xj 
d'allure  normale  :  cette  condition  est  nécessaire,  puisque  sur  Xj  ne  doit 
se  trouver  aucun  point  d'inflexion,  et  elle  sera  évidemment  suffisante 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  tome  X.  —  Kasc.  III,  1914.  "^-^ 
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pour  éviter  les  recoupements  des  lignes  de  glissement  entre  elles.  Nous 
allons  établir  certains  cas  où  l'on  peut  faire  cette  démonstration. 

L'expression  de  l'angle  0  est  égale  à  celle  de  O(^)  pour  'C  réel, 
puisque  alors  T  est  nul;  elle  est  donnée  (C/.  II.  Villat,  Annales  de 
l'Ecole  Normale  supéi-icure,  191 1 ,  en  particulier  p.  263)  par  la  for- 
mule 

(28)  û(;)=  i  [*(j  +  0)  -*(j  -  ")]  i»s''7^ 


(e)  \o%i- — r— T^/s. 


L'hypothèse  (ï>(-;i  —  £)=—<!>(;),  d'où  résulte  4''(- —  e)  =  *'(£), 
permet  d'écrire  cette  égalité  sous  la  forme 

(29)  i2(0  = los ^ -l- -  /     4>'(£)  log }:, ^-^ — ds, 

^  T.  l  —  lt,         T.  J^  I  —  Ç-— 2tÇsin£ 

a  ayant  la  même  signilicalioii  que  dans  les  paragraphes  précédents. 
Supposons  s  ■<  I,  on  en  conclut 

(30)  '^=-^^^^±  r      ^±L£)il!l£_a.'(orfs. 

t/Ç  7:      1  -4-  r-  T.  J^       (1  —  ;-)--!-  4^-  SlIl^E 

Sous  cette  forme,  un  résultat  facile  apparaît  immédiatement  : 

Si^'{t)  est  toujours  positif  {ce  qui  correspond  aux  obstacles  en 

gouttière,  concaves  vers  le  courant)  -^  est  constamment   négatif   et, 

par  suite,  £2  décroît  :  la  configuration  des  lignes  de  jet  est  donc 
acceptable.  Ce  théorème  important  a  du  reste  déjà  été  établi  par 
M.  T.  BoGGio,  Sulle  funzioni  di  variabile  coniplessa  in  un  arca 
circolare  (/?.  Accad.  délie  Scienze  di  Torino,  t.  LX\  II,  191 1-1912). 
Considérons  maintenant  le  cas  moins  immédiat,  oii  l'obstacle  est 

convexe  vers  le  CDuraiil  (cas  conqircnanl  les  proues).  Le  signe  de  -j— 

n'est  pas  en  évidence  sur  l'expression  (3o)  où  le  second  membre  est  la 
dilTérence  de  deux  ijuaiilités  positives  [$'(£)<^o].  Or,  pour  toutes  les 
courbes  acceptables,  nous  devons  supposer  remplie  l'inégalité  fonda- 
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mentale  (i8) 

/      —. rfc  H-  a  :;  o, 

Jo       sin£  - 

qui  permet  de  poser 

(3i)  «  =  -K/     -—^d^ 

avec 

K>,. 

On  peut  alors  transformer  l'expression  (3o)  de  -^  en  la  suivante  : 

7r  ^  _  r'  r     K      _i (i  +  r^)sins        "1 

OU  bien 

4   rfC  ~j„         (i^Ç^)sinc[(i-Ç^)^+4r^sin^£]' 

en  posant 

H  =  K[(i  —  ?-)'-+-  4r  sin^c]  —  (I  -+-  Ç-)-  sin-^c-. 

Or  la  fonction  H  est  constamment  positive  pour  les  valeurs  de  X. 

entre  o  et  i ,  et  celles  de  t  entre  o  et  -;  car,  considérée  comme  fonction 

de  £,  elle  est  visiblement  positive  pour  s  =  o,  elellenes'annulejamais; 
en  effet,  la  valeur  de  sin-c  qui  serait  racine  de  H  peut  s'écrire 

Sin-£:=  —  


(,+Ç7^-4KÇ^       ,+.4(.-K)-^ 


ou  bien 


I  +  (i  —  k)  sh-2y 

en  posant 

Ç=  lliy  (y  est  évidemnienl  réel  cl  positif). 

Or,  tant  que  le  dénon)inateur  reste  positif,  c'est-à-dire  tant  que  "C  est 
assez  petit  pour  qu'on  ait 

I 

1  4- (l  —  k)  sli^2/ >o  011  Ui2y<-=, 
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la  valeur  trouvée  pour  sin-£  est  plus  grande  ([ue   i,  car  celte  liypo- 

ihèse  se  traduit  par 

K 


I  4-  (  1  —  K.)sh'2  7 
OU 

(K  —  i)(i-i-  sh'2-/)  >  o, 

ce  qui  est  évidemment  exact.  Enfin,  si  *C  n'assure  plus  Finégalité  sus- 
dite, l'expression  écrite  pour  sin-£  devient  négative,  et  elle  convient 
encore  moins.  Par  suite,  H  est  toujours  positif  comme  on  l'avait 
annoncé,  et  il  résulte,  de  l'hypothèse  <I''(c)  <C  o,  qu'on  a  constamment 
--^<]o  et  que  la  ligne  de  jet  est  acceptable.  D'où  If  théorème  sui- 
vant : 

Pour  tons  1rs  ohstaclfs  convexes  vers  le  coi/r(i/i/,ji(S(jucs  el y  com- 
pris le  cas  limite  des  proues  convexes,  les  lignes  de  jet  sont  toujours 
acceptables,  moyennant  l'inégalité  nécessaire  (iH). 

Je  vais  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Ouelle  que  soit  la  forme  de  l'obstacle,  chaque  ligne  de  jet  est 
toujours  convexe  vei\s  le  courant  au  voisinage  du  point  à  l'in/ini. 

En  d'autres  termes,  la  valeur  de  0  (nulle  à  l'infini  pour  '^  ^  o), 
commence  toujours  par  décroître. 

Partons,  en  effet,  de  la  formule  (3o)  qui  donne  -^,  c'est-à-dire  -r^ 
pour  'C  réel.  Pour  "C  =  o,  elle  se  réduit,  après  quelques  transformations 
simples,  à 


(32)  T^=f    (l-sin£)4>'(£)fl'c-  +  <I>(0) 


(r  =  o). 


Or,  la  fonction  i  —  sins  étant  positive  et  décroissante  dans  l'intervalle 
d'intégration,  la  seconde  formule  de  la  moyenne  permet  d'écrire 

r    (,_sin£)*'(c)fl'c-=  r  il>'(0^£  (o<^<^ 

ou  bien 


X 


(i  —  sin£)a)'(£)  (-/£==  a)(i;)  —  4>(o), 
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et,  par  suite, 

Comme  nous  supposons  *\>{t)  négatif  dans  tout  l'intervalle  o,  -> 
puisque  cette  fonction  correspond  alors  à  la  paroi  inférieure,  on  voit 
bien  que  l'expression  ci-dessus  est  négative,  ce  qui  démontre  le  fait 
annoncé. 

On  pourra  donc  dans  la  suite  supposer  '(  toujours  non  nul,  puisque 
les  valeurs  de  '(  voisines  de  zéro  ne  sauraient  introduire,  d'après  ce  qui 
précède,  de  difficulté  relativement  aux  lignes  de  jet. 

Il  en  est  généralement  de  même  des  valeurs  de  "(  voisines  de  -H  i  et 
de  —  I  ;  plus  précisément  :  moyennant  loujours  l'inégalité  fonda- 
mentale  (i8),  les  portions  des  lignes  de  jet  voisines  des  parois  solides 
sont  toujours  convexes  vers  le  fluide  en  mouvement. 

En  effet,  si  cette  inégalité  (nécessaire)  n'est  pas  réduite  à  une  éga- 
lite,  on  sait  qu  elle  assure  que  -T7)  et,  par  suite,  -j-  >  soit  négatif  pour 

5  =  G  et  p  ^  C  =  I  ;  la  question  est  alors  tranchée. 

Mais  il  n'en  va  pas  si  simplement  si  l'inégalité  (18)  est  remplacée 
par  une  égalité,  auquel  cas  on  a 

71 

SUIS 

et  l'on  sait  que  cela  entraîne 

<l»'(o)  =  0. 

Nous  nous  proposons  d'étudier  en  détail  ce  cas  qui  convient,  comme 
on  sait,  aux  proues  (lesquelles  ne  sont  pas  nécessairement  entièrement 
convexes  vers  le  liquide  en  mouvement). 

Revenons  à  la  formule  (12)  démontrée  dans  la  première  partie,  et 
qui  fournissait  la  dérivée  -t-^>  au  point  pe",  d'une  fonction  co(pf'") 
définie  en  cet  endroit.  En  faisant  coïncider  cette  fonction  avec  la 
fonction  ii  ==  0  -1-  i'ï  actuelle,  il  nous  vient  facilement 

(34) 


dp  TTp    \i-hipe'-'        I  —  ipe 

■^pJo         i-pe''^-"  p 


C'ëf^"-^-^'^- 
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Notre  but  étant  de  déterminer  le  sens  de  la  variation  de©  au  voisinage 
de  "C  =  I  le  long  de  l'axe  réel,  nous  pouvons  dans  cette  l'orniule  faire 
dès  maintenant  *  =:  o,  et,  en  nous  rappelant  (jue  <I>'(o)  est  nul,  il 
vient 


dil\       _       /ta       I  '      /'""     *'(£) 


U.     T 


:dE. 


àp    '  s=0  T.      l  -h  p-  T^-P  J„         '  — P^"' 

Observons  encore  que  les  points  z^  o,  t.,  -  ~,  -  -  ne  sont  pas  des 
points  de  discontinuité  pour  la  dérivée  $(î),  à  cause  des  hypothèses 
faites  sur  la  fonction  <P,  lesquelles  entraînent 

i^'{T:  —  B)—<if'{B).  <l>'(2  7:  —  £)=—  »!>'(£), 

et  à  cause  de  la  condition  $'(<))  =  o,  et  enfin  de  ce  fait  que  nous  sup- 
posons $'(^)  p'T'lout  finie.  Dans  le  cas  actuel,  $'(-)  ^^^  donc  partout 
continue. 

Ceci  posé,  il  est  manifeste  que,  pour  p  inférieur  à  i,  nous  avons  le 
droit  d'écrire 

/â-^\       _        8ap  /      r-~     <!>'(£)  /     r-'  e-''^*i>'{s)de 

\  dp- /j^o~' 7^(1-1- p-J'''       '^P' Jo      i  —  p<-'~'-  "i^P  J „      (i  —  pe-'^>^ 

Mais  on  a,  en  intégrant  par  partie, 

Jo      (i  — pe-'^)-  L  — 'P    '-pe-"Jo        'PJ,       i~pe-'^ 

La  partie  tout  intégrée  est  nulle,  puisque  $'(£)  est  continue.  D'autre 
part,  on  a 

Jo      i  — pe-"  J„  I  — pe-"  J^      \  —  pe-"- 

ce  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 

Jo       I  — pe"-  Jo  i  —  pe-'-  p- 

De  sorte  qu'on  a  riualeiiient 


^    '''     WP  V.=0  ~  7Î  (  ï  4-  p'  )'  ^  T^P'  X      I 


pe 
<I»"(e)  —  <l)"(+  o) 


TipVu  I  — pe~''  p- 
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Dans  ces  formules,  $"(+  o)  représente  la  limite,  supposée  existante, 
de  la  dérivée  $"(£)  (supposée  elle  aussi  existante,  bien  entendu) 
lorsque  z  tend  vers  zéro  positivement;  d'ailleurs  rhypothèse 

»^{27:  — s)  =*(£) 
entraîne 

<I>"(— o)  =<!)"( 4- o). 

On  voit  alors  sur  la  formule  obtenue  (35),  certainement  valable 
pour  p  <i  i,  que  le  second  membre  conservera  un  sens  si  Ton  passe  à  la 
limite  en  faisant  tendre  p  vers  i .  En  ne  considérant  que  la  partie  réelle, 
nous  obtenons  ainsi 

,.      fd'-&\           2a         I     r™4>'(£)sin£  , 
Il  m  (  —j--         = 1 /       di 

\  ap- /,,—,,        r.         2  71 J  I  —  coss 

p  =  i 

—   ^     /  [*"(£)-«!>"(+  0)]f/£-2<l>'(+0), 

ou  encore,  après  simplifications, 

(36)  nm('-^]      ^^  +  —  f    (I»'(£)cotir/£-a»"(-+-o). 

\dp' Js=o        T.         2r.J„  i 

p=i 

Mais,  à  cause  des  propriétés  de  la  fonction  <!»'(£),  on  a 

-^fV(£)cotî^£=ir^:ii)^£, 

''■~J„  2  T.  J^        sin£ 

de  sorte  qu'en  tenant  compte  de  l'iiypothèse  (33),  il  reste  finale- 
ment 

(37)  lin,(^)^^^  =  -a."(-^o). 

p=i 

Donc,  clans  le  cas  des pjotics,  si  'I>'(o)  =  o,  et  <I''  (o)  ^  o,  //  est  /?e- 

cessaire  que  *\>"(o)  soil  négatif .  "inws  (\uo'i  y-»  dont  la  valeur  limite 

est  zéro  pour  p  =  i ,  serait  décroissant  au  voisinage  et,  par  suite,  serait 
positif  pour  p  <[  i .  Cela  entraînerait,  comme  on  sait,  la  concavité  d'une 
portion  de  la  ligne  de  jet,  vers  le  fluide  mobile. 

Remarquons  ici  que  le  théorème  de  la  page  25G,  relatif  aux  proues 
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convexes,  rrpond  bien  à  celle  condition,  car  les  liypollièses  <I''(c)  <Co, 
$'(0)  =:  o,  enlraînenl  évidemment  $"(°)  <C  o- 

Restant  dans  le  cas  $"(0)  7^  o  et  <[  o,  la  question  est  donc  tranchée, 
ni  les  lignes  de  jet,  au  voisinage  des  points  de  détachement,  sont  con- 
vexes vers  le  courant.  Leur  rayon  de  courbure  au  dépari  est  alors 
fini.  En  effet  ce  rayon  de  courbure  est  égal  [form.  (18)]  <i 


R  =   lim 


a-    I 

7r^  ~ 


K' 


Pour  p  :=  "^  =  I,  dans  le  cas  des  provies,  celte  expression  se  présente 
sous  forme  indéterminée,  mais  le  calcul  ci-dessus  permet  de  lover  Tin- 
déterniination,  et  l'on  trouve  immédiatement 


•&"(,-!- o) 


Ce  rayon  de  courbure  du  jet  est  égal  au  rayon  de  courbure  de  la 
paroi  solide  au  même  point  de  détachement.  En  effet,  sur  la  paroi  le 
ravon  de  courbure  est 


la-  ?ins  cosi  1  ds  1 


Si  1  on  fait  tendre  s  vers  zéro,  T  devient  nul  par  construction,  et, 
puisque  sur  la  paroi  0  =  <I> {s),  il  vient 


c'est-à-dire 


Ri  r=  la-  lim 


R,: 


<P'(-l-o) 


a>'(5)| 

=:R. 


Examinons  maintenant  le  cas  où  tI>"(o)  =  o,  cas  où  la  conclusion 
reste  en  suspens  quant  au  sens  de  la  concavité  du  jel;  nous  savons  déjà, 
bien  entendu,  qu'au  point  de  détachement  la  paroi  solide  et  le  jet 
auront  un  rayon  de  courbure  infini,  comme  cela  résulte  immédiate- 
ment de  ce  qui  précède.  Revenons  alors  à  la  formule  (35)  qui  donne 

-rrr  pour  .s  =  o,   p  <[  I ,  et  faisons  dans  cette  formule  $"(o)  =  o;  il 
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reste 


'à'-9.\       ^        8y.p  ^      i      r-     a>'(;)     ^,         ■      Ç-    <D"(c)     ^_ 

^àp-  Js=o      Tîl'-i-?'"/'       ~?' Jo      ' — pe~''    "       ''^P' -'0      '  —  pfi~'' 

On  a  ensuite  le  droit  d'écrire,  pour  p  <^  i , 
(d^\      _  8a  r^ 4 fi-      1 

7ipV„      I  — pe-'^  T^pVo      I  —  P<^' 

r-p-J„      (i  — pe-'-)-    '       T:p-J„      (i  — pe-'^)"- 

puis,  en  désignant  par  $'"(+  o)  la  limite,  dont  nous  supposerons  Texis- 
tence,  de  la  dérivée  <l?"'(i)  dont  nous  supposons  aussi  qu'elle  existe, 
nous  aurons,  au  moyen  de  calculs  semblables  à  ceux  qu'on  a  faits  pré- 
cédemment 

/•-"  a>'(c)e-'-  ^^__     /  r"-' <b" (z) di 

Jo      {i  —  pe-'-y-'''^       pj„       I  — pe-'E 
f  "  — 


■  pe  ''-y-  \  —  ip    I  —  p e" 


I  — pe~"  p^ 


Donc 


(38) 


(J'£2\      _83!r        1  Ap- 


<)o' 


i^r     1 4p'    ] 

•PVo       '  — pe-''        7ipV„       i-pe-'- 
P'b-pe~"}„        W'Jo  i-pc'-'  p' 


Mais  $"(£)  est  continue  pour  £  =  o  et  z,  à  cause  de  4>"(o)  =  o;  elle 
n'est  pas  forcément  continue  pour  -  et  -^-  Ladéfinition  de  la  fonction  O 
entraîne 

<1»"(27:  — c)  =  a>"(0.  *'(1T  — 0  =—  *'(£) 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  tome   X.  —  Fasc.  HI,  igi/f  "^4 
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et  par  suite,  en  désigiiaul  par  |i,  pour  abréiiter,  la  valeur  liniile  de 
$"(£)  quand  £  tend  vers  -  par  valeurs  inférieures,  il  vient 

?=*•(-: -»)=-*-(î+»)=-*-(t-°)=*-(v-«)- 

Donc,   en    prenant    la   partie  réelle   de   la   forinulc  (38),   il   nous 
vient 

,3    .     /^\       ^8ar^ 4p'      1        4(3  1 

^   ^'     WpV.=o        7:    L('-+-P')'        C+P^rJ         r:    p^(i  +  p=) 

■2_    /-'"     «!>'(£)  sinsofe  _3_    /*'"  a>"(c)  (1  —  p  cose)  ^__ 

Tip^'^J^  1   —   2pCOSe4-p^  ''^P'^Jo  I  —  2pCOS£  +  p' 

I     /•-"a»'"(£)-a>"'(  +  o)  .     , 

H /        — i-^ i- — ^siueds, 

Tîp    ,7^1  I  —  2p  COS£  +  p^ 

formule  qui  ne  conserve  pas  nécessairement  un  sens  lorsqu'on  y  fait 
tendre  p  vers  i .  La  dernière  intégrale  qui  y  figure  peut  en  eiîet  s'écrire 

/ !^ -îsin£d£=        ;      —^ —f.in  EciE 

J(,  I  —  2pC0S£  +  p-  J^  l  —  2pCOS£4-p- 

'■''a»"'(£)-f-  «!)'"(+  O) 


r-  0»" 


!p  COS£  -+-  p'-" 


sin£  di 


D'où  il  résulte  immédiatement  que,  si  <I>"'(+  o)  ^  o,  (  ^-5- 1      quand  p 

tend  vers  i,  devient  infini  du  signe  de  $'"(+0).  Pour  que  0  soit 
comme  il  est  nécessaire,  décroissant  au  voisinage  de  p=^i,ilfaut 
donc  la  comUùon 

•!»'"(+ o)<o. 

Si  maintenant  on  suppose  $'"(+  o)  =  o,  la  formule  (39)  conserve 
un  sens  à  la  limite,  et  elle  nous  donne 


d^%\  2a       2^       I      r    ,,.,  ,  ,     ,£  , 

\  àp'  Js=^  TT  -m         T.    J^  2 

I    r'^  £ 

H /  *'"(£)  COt,-f/£. 


lim 
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Comme  on  l'a  déjà  vu  plus  haut,  on  a 

Jo  2  J„       sine 

par  suite  il  reste 
(4o)  ,|,„(Ç|)      ^^ifL^-H^rV(e)coti.. 


^2^a-P)^    2      r<i>"'(^)j._ 
TC  TT   J|^        sin£ 

//  est  donc  nécessaire,  si  ^"'(-+-  o)  =  o,  que  Vexpression 

„„         -*g-o)-*.(î_o)./î;iii.., 

Si  on  la  suppose  non  nulle,  soit  négative,  pour  assurer  à  la  concavité 
du  jet  le  sens  voulu  au  départ. 

Si  enfin  cette  dernière  inégalité  se  transforme  en  égalité,  on  devra 
pousser  le  calcul  plus  loin,  et  l'on  aperçoit  avec  évidence  que  le  procédé 
employé  précédemment  pourra  être  poursuivi.  En  supposant  l'exis- 
tence des  dérivées  successives  de  la  fonction  $  (e),  si  n  est  l'ordre  de  la 
première  dérivée  $"(0)  non  nulle  pour  £=  o  (ou  plus  précisément 
l'ordre  de  la  première  dérivée  dont  la  limite  soit  différente  de  zéro 
quand  t  tend  vers  zéro  positivement),  l'allure  des  lignes  de  jet  au 
voisinage  de  l'obstacle  solide  sera  fixé  au  bout  de  n  opérations  au 
plus. 

Cela  étant,  nous  pouvons  donc  dans  la  suite  négliger,  pour  la  con- 
sidération des  lignes  de  jet,  les  valeurs  de  t  voisines  de  o  ou  de  ±  i, 
ce  qui  concerne  de  telles  valeurs  étant  élucidé  par  ce  qui  précède. 

Revenons  mainlcnant  à  la  formule  (3o)  qui  donne -^p-  Comme  la 

fonction  de  0, 

(i  -I-  Ç')sin£ 
(i  +  Ç-)2H-4Ç^sinî£' 
est  la  dérivée  de 

I  I  -+-  Ç' —  2ÇC0S£ 

t;  '"S ?3 ;: ' 

4Ç         I  -h  C-H-  2sCose 


26/|  HENRI    VII.I  \T. 

on  voit  qu'une  simple  inléuration  pai'  partie  nous  donnera,  en  admet- 
tant toujours  l'existence  d'une  dérivée  $"(')'  ^^  *^'^  supposant  Z  dif- 
férent de  G  cl  de  ±  I, 

J„     (14- ;')•-+- 4 Ç-sin-£       ^"' 

2?       °  I  — r      4ç,/^|      "  I -t-;-4- 2:;cos£ 
et  par  conséquent 

7:^/0  x  «I>'(-i-o)        i-i-Ç        I      /■'        n-r-t-2:cos£ 

(42)       --—=—■ ^. log 3  —  ~     /        log ;:5 9    (E)ds. 

On  voit  de  suite  que,  si  tI>'(-t-o)  >o,  et  tl>"(î)!>o,  —  sera   toujours 

négatif,  et  les  lignes  de  jet  par  suite  acceptables.  Mais  ce  n'est  pas  là 
un  résultat  nouveau,  car  ces  hypothèses  rentrent  dans  le  cas<I>'(£)  >>  o, 
dont  il  a  été  question  plus  haut.  Mais,  au  moyen  de  cette  nouvelle 
formule  ('p),  on  peut  obtenir  un  résultat  intéressant  le  cas  où  se 
trouve  réalisée  l'hypothèse 

<!>'(£)  si  Ile  =  foiict.  croissante. 

ou  bien 

<!»"(£)  sin s  4-  <P'(£)cos£^o 

rencontrée  à  propos  de  la  discussion  des  vitesses  le  long  des  parois 
solides. 

De  l'inégalité  précédente  on  tire  en  eifel 

—  «!>"(£)  <*■(£)  C()t£, 

et  par  suite,  en  observant  que  le  logarithme  (|ui  figure  comme  coeffi- 
cient dans  l'intégrale  de  la  formule  (/j^)  est  toujours  positif,  il  vient 
dans  l'hypothèse  actuelle, 

■K  d%         —a         «I>'(-(-o),       14- 

4  ^  "^  TTr^ 


1       ' -(- Ç         '      C ,       /i4- Ç-4-2«co<£\   ,,,    ,  , 
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Or  on  peut  écrire 

log    }r, z cols*  (c)rf£ 

ce  qui,  en  remplaçant,  donne  après  réductions, 

4  rfr         n-;-     4rj^  -'[.m-c    =  \^,  +  ç'-_2Çcos£y 

4;(H-C*)C0S£         "1 

Comme  le  coefficient  de  [*IH^)  —  *!*(  -^  o)]  dans  l'intégrale  est  positif, 

Fig.  8. 
R 


on  voit  donc  que  le  second  membre  sera  constamment  négatif  si  i*(t) 
est  <$(-+-o).  Donc 

Si  <&'(')  s'"^  ''^^  '""'  fonction  croissante  entre  o  e/  ^>  et  si  l'on  a 

l'inégalité 

4>(c)2<t(-i-o), 

les  lignes  de  jet  sont  toujours  acceptables. 
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Ce  cas  correspond,  comme  on  s'en  assure  facilement,  par  exemple 
à  des  solides  à  parois  ondulées;  tel  est  celui  indiqué  par  la  figure  8. 


EXTENSION    \V    MOUVEMENT    D  UN     SOLIDE    DANS    UN     CANAL. 

Les  divers  résultats  exposés  plus  haut,  relatifs  au  mouvement  d'un 
solide  dans  un  fluide  indéfini,  sont  susceptibles  d'être  étendus  à  un 
grand  nombre  de  problèmes  dont  l'intégrale  a  la  même  forme  (2)  que 
celle  du  problème  qu'on  vient  de  traiter  :  je  citerai  notamment  le  pro- 
blème des  jets  fluides  issus  de  l'orifice  d'un  vase  donné,  le  problème 
des  jets  limités  par  des  lignes  de  glissement  et  rencontrant  un  obstacle 
donné,  etc. 

Beaucoup  plus  difficile  est  l'extension  au  cas  d'un  fluide,  limité  par 
des  parois  fixes,  et  contenant  un  obstacle  donné.  Ce  dernier  problème, 
comme  aussi  toute  une  catégorie  d'autres  que  j'ai  signalés  dans  ma 
Note  du  24  avril  191 1  aux  Comptes  rendus^  peut  être  cependant 
abordé  en  utilisant  les  formules  générales  que  j'ai  démontrées  ailleurs. 
Je  me  propose,  dans  ce  qui  va  suivre,  d'étudier  spécialement  le  pro- 
blème du  mouvement  d'un  solide  donné  dans  un  canal  rectiligne,  le 
solide  étant  symétrique  par  rapport  à  l'axe  du  canal.  Ce  problème  a 
été  étudié  tout  d'abord  par  U.  Cisotti('),  pour  un  obstacle  formé  de 
segments  rectilignes,  et  j'ai  donné  (-)  les  formules  générales  qui  per- 
mettent de  trouver  le  mouvement  correspondant  à  un  solide  dont  le 
contour  a  une  forme  donnée.  Renvoyant  pour  le  détail  de  la  théorie 
aux  Mémoires  cités  ci-dessus,  je  rappelle  seulement  ici  que  tout  le 
mouvement  est  déterminé,  dans  chaque  cas,  par  la  construction  d'une 

fonction 

O(Z)  =  0(X,Y)-hjT(X,Y) 

régulière  dans  une  demi-couronne  circulaire  (7<<|Z|<;i,  dans 
laquelle  0  et  T  ont  la  même  signification  que  pour  le  problème  du 
fluide  indéfini  :  0  est  l'angle,  avec  O.r,  de  la  vitesse  V  du  fluide  en  un 

(')  Rendiconli  del  Circolo  (U  Palenno.  1909. 

(-)  Annales  de  l' Ecole  Normale  supérieure,  1912;  Journal  de  Matlti'-ma- 
tiques  pures  et  appliquées,  191 1;  liullelin  de  la  Société  malhénialique  de 
France,  1912. 
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point  (.r,j),  et  c'^  est  la  grandeur  de  cette  vitesse  V.  En  désignant 
par  $(£)  la  valeur  de  l'angle  que  fait  la  tangente  à  la  paroi  du  solide 
(dans  le  sens   du  courant)   avec  Ox,  au    point    qui    correspond  à 

Z  =  f'M  o  <;  £  <  -  j,  la  fonction  Q,(Z)  est  déterminée  par  des  for- 
mules que  j'ai  obtenues  sous  diverses  formes,  notamment  les  deux 


(il.,) 


"(1\,') 


/fffl 


V^ 


Fig 

.  10. 

Y 

(œ,K, — ■ 

■^^^(052) 

/r(iM)^ 

■-sff-A 

<Ai)        o      yUzJIX 


(t^z' 


suivantes  (p.  377  et  878  de  mon  Mémoire  du  Journal  de  Mathéma- 
tiques cité),  équivalentes  dans  la  couronne  circulaire  : 


(0 
et 

(2)         o(Z) 


""-'=^r* 


V    ^-  logZ 


(0- 


■d£ 


-   /     a>'(e)lo£ 
^^0 


,^'ogZ)-,^. 

a      -r-  lOSL 

\(7:  n 


•IokZ 


de 


i  [4.  (I^  -H  o)  -  .1.  r-  -  o)\  log  -)il^ L 


+ 


m 


ogZ  +  i     .1.(7:)     ('). 


(')  Nous  avons  fait,  en  traiiscrivanl  celle  dernière  formule,  a„  =  -,  valeur 
qu'impose  ici  la  symétrie  supposée.  Voir  Annales  de  l'Ecole  Normale,  191 2, 
p.  144.  On  a  de  plus  <1>  (ir  —  e)  =—  *  (e),  toujours  à  cause  de  cette  symétrie. 
Enfin  les  demi-périodes  des  fonctions  elliptiques  sont  u,  et  coj. 
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Il  y  a,  comme  nous  le  savons,  deu\  sortes  de  difficullés  dans  la  solu- 
tion effective  du  problème  :  l'une  concernant  les  vitesses,  l'autre  la 
forme  des  lignes  de  glissement  (ou,  ce  qui  revient  au  niême,  concer- 
nant le  fait  que  les  frontières  du  domaine  fluide  dans  le  plan  du  mou- 
vement, ne  doivent  pas  se  recouper). 

Occupons-nous  d'abord  des  vitesses,  qui  ne  doivent  nulle  part 
dépasser  la  valeur  i  (valeur  à  l'infini).  Comme  on  l'a  montré  au  Cha- 
pitre I,  il  suffit  de  s'assurer  que  les  vitesses  ne  dépassent  pas  l'unité 
sur  les  frontières  ou  encore  que  T  est  négatif  (ou  nul)  sur  les  parois 
solides  (fi  et  cr). 

Pour  tous  les  obstacles  tels  que  *i'{i)  soit  négatif,  entre  o  <^i<C.  - 

(ce  (pii  est  le  cas  pour  tous  les  obstacles  (ju'on  peut  être  appelé  à  con- 
sidérer naturellement),  je  dis  que  les  vitesses  sont  toujours  accep- 
tables sur  les  parois  du  canal. 

Pour  le  démontrer,  nous  partirons  de  la  formule  (i),  dans  laquelle 
nous  ferons  2t  =  qe"  ou 

I         -y           I                                             T^Wj 
log/,  =:  l0g7  ->r  IS-=Z : h  IS, 

et  nous  nous  placerons  sur  la  paroi  (jlo,  en  supposant  o<^s<^j-  Il 
viendra 

,1'    '^)3 -t-  —  .«     -  JJ     -f 


On  reconnaît  sans  peine  que  celte  expression  est  imaginaire  pure,  de 
sorte  que  la  valeur  de  T  sur  la  paroi  en  question  est 


T,(.0-5/^''«I>(^)- 


di. 


A  cause  de  l'hypothèse  de  la  symétrie,  on  a 

4»(7r  — £)=:—*(£), 
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ce  qui  permet  d'écrire,  après  un  calcul  facile, 

f'  P      W3  H ■S 


r   '--^s  ■ 


T     /       'ï'(£) : 4 T^ TÛ^E- 


0U  encore,  après  réductions  évidentes,  et  en  posant 
rt= — ^  £,  u-=i^s         lofai— >o$6i 


(3)    T,(.)=^   r'4>(e)p'(<^3+i)r-^ ,,    va-v{^.-a)         

^    '       '^  t:-,/„        "■'''    ^    '        '[p(,,3_^.6)_pa][p^t03+6)  — j3(co,-a)] 

Comme  a  et  b  sont  tous  deux  compris  entre  o  et  — .  la  théorie  de  la 

fonction  p  nous  permet  maintenant  d'affirmer  qu'on   a  les  inégalilès 

suivantes  : 

pa  —  p{w,—  a)  >  o. 

p(w3+ j3)  — prt<o, 

p(o),+  (3)— p(m,-«)<o; 

d'autre  part  p'(o^3  ■+■  b)  est  positif.  De  sorte  que  la  dernière  expression 
obtenue  pour  T,  nous  montre  cette  quantité  comme  essentiellement 
négative,  ce  que  nous  voulions  prouver. 

Voyons  maintenant  ce  qui  concerne  les  vitesses  sur  les  parois  o  du 
solide,  par  exemple  sur  Gîo.  Nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Pou?'  les  obstacles  à  bords  concaves  vers  le  courant,  les  vitesses 
sont  toujours  acceptables  sur  les  parois  du  solide. 

L'hypothèse  entraîne  de  suite  que,  pour  o<  ï  <  ->  $(£)  soit  néga- 
tive et  croissante.  Supposant  bien  entendu  cette  fonction  dérivable, 
nous  prendrons  cette  fois  la  fonction  ii(Z)  sous  la  forme  (2)  qui 
{Journal  de  Mathématiques,  191 1,  p.  879  et  suiv.)  est  encore  valable 
sur  les  frontières  du  domaine  où  la  fonction  est  définie.  A  cause  de  la 
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symétrie  (jui  eiilraîne  4>'(t:  —  e)  =  —  *!»'(£),  on  peut  écrire 


^logZ- 


/     «I>'(£)los;— ^ ^-dE 


=y"  <i''(£)iog 


3'-^logZ z  ]  :i  {  ^\os,Z -\ ^c  — ûj, 

\IT.  -K     )       \lT.  T.  ) 


-logZ 


iilosZ- 


di. 


d'où,  à  l'aide  des  formules  (C/.  ïanneuy  et  Molk,  Fondions  ellip- 
tiques, XII,  3)  , 

^((v  —  oj,  )  =  —  cli"j&),3',  n. 


;■(« -H  ti),)  =:      e^i": 


on  tire  facilement 


Partie  réelle 


de  P: 


•^0 


los 


(H) 


^1 

(ë'°»"^-^ 

' 

3' 

(ë'°="^- 

^; 

-, 

SlogZ- 

w,  ^^ 

=" 

^  logZ  — 

w,  _N 

—  2r)|  -r-arg(  logZ)  /  f/t. 


Or  il  nous  faut  étudier  les  vitesses,  c'est-à-dire  le  signe  de  T,  sur 
une  paroi  cTo  ;  il  nous  faut  donc  examiner  la  valeur  de  T  pour 
Z  ^  e"(  o  <[  5  <^  ^  J  •  D'après  le  calcul  qu'on  vient  de  faire,  le  coef- 
ficient de  /  dans  i2,  pour  Z  =  e'\  est 


(-'.) 


T,(.s-)=ri    I'    .I.'(3 


log 


-•l 

w. 

(..  +  £) 

^ 

fl), 

(•^■+ï) 

^1 

0)j 

7Ï 

(.-£) 

•J 

7T 

(5-£) 

dt 


-a.  Inç 


"^  V  2  t:  ' 


-il'(-), 
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en  désignant  par 


l'angle  que  fait  avec  Ox,  la  tangente  en  O  à  la  paroi  supérieure  cr, 
Effectuons  l'intégrale 


et  remarquons  que  la  fonction 


'-sds, 


j  r Wi ,      ,1     -  wi ,      <     ,  /  '•'i 


^{s  +  .)-e, 


[>-^^]    -î^^-^)  v/^î(^-^ 


)-e, 


est  réelle  (non  toujours  positive)  pour  les  valeurs  considérées  de  5 
et  £.  On  met  alors  T,  sous  la  forme 


(5)  T,(.ç)  =  i  f  «!•'(£)  log 


V>'T 


>  +  £)  — e, 


WP^i^  —  n  —  e^ 


Ceci  étant,  on  a  par  hypothèse,  dans  Tintervaiie  o,  '^> 
4»'(£)>o, 
et  l'on  a  aussi,  quels  que  soient  £  et  s  dans  le  même  intervalle, 
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(5 +£)-.., 


<o. 


Il  en  résulte  que  la  première  partie  de  l'expression  de  T,  est  essentiel- 
lement négative.  Je  dis  qu'il  en  est  de  même  de  la  seconde.  A  cet  effet, 
il  faut  montrer  que  la  fonction 


/Cl),  fi)i 


l(s)=\ng 


est  toujours  positive  dans  l'intervalle  o,  ^• 

Les  valeurs  extrêmes  de  I  sont  o  et  +  ce  pour  ,9  =  o  et  -  respective- 
ment; puis  on  a  facilement 


dl 
ds 

dn 

ds- 


=^[  ^(a 


Cette  dérivée  seconde  étant  visiblement  positive,  tout  se  ramène  donc 
à  faire  voir  que  —  reste  posilif,c'est-à-dire  qu'il  est  positif  pours=o, 
ou  encore  qu'on  a 


Or  ce  fait  résulte  de  ce  que  la  fonction  auxiliaire 


J{.T)=r;  —  s s 


est  positive  pour  s  =  ->  comme  nous  allons  le  montrer.  La  dérivée 


(0.        (.), 
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est  croissante  dans  l'intervalle  o,  ->  depuis  —  :c  jusqu'à  la  valeur 

— -(e,f,),-t-ri,), 

qui  (Tannery  et  Molk,  XXX,  l)  est  négative;  donc  i(s)  décroît,  et, 
comme  sa  valeur  finale  est  zéro  pour  5  =  -,  il  en  résulte  bien  que  J 
est  positif. 

Le  même  fait  résulte  aussi,  d'ailleurs,  de  la  formule  qu'on  établirait 
facilement 

,  G), 

P    — 

^  'i),  _  I  2 


P'^ 


Dans  ces  conditions  ^{s),  étant  croissante,  est  toujours  positive,  ce 
que  nous  voulions  établir. 

Il  en  résulte  enfin  que  T,  (.s)  est  essentiellement  négatif  et  que,  par 
suite,  les  vitesses  sur  les  parois  solides  sont  partout  inférieures  à  i; 
d'où  le  théorème  énoncé. 

De  ce  qui  précède  résulte  notamment  que,  pour  tous  les  obstacles 
concaves  vers  le  courant,  il  ne  se  présente  aucune  difficulté  relative 
aux  vitesses,  qui  sont  partout  acceptables. 

Je  vais  maintenant  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Pour'  tous  les  obstacles  concaves  vers  le  courant  i  dès  que  la  tan- 

StiX 
gente  à  la  paroi  de  l'obstacle  reste,  sur  nr, ,  entre  o  et  —  1  >  les  lignes 


de  jrt  sont  toujours  acceptables. 

Ceci  va  résulter  du  fait  que  la  courbure  d'une  ligne  de  jet  ne  change 
pas  de  signe  dans  les  conditions  énoncées,  la  tangente  à  la  ligne  de  jet 
varie  continuellement,  toujours  dans  le  même  sens,  depuis  la  position 
tangente  au  départ,  au  bord  de  la  paroi  solide,  jusqu'à  la  position 
horizontale  (à  l'infini).  Les  frontières  du  fluide  en  mouvement  ne  se 
recoupent  donc  nulle  part.  Comme  il  est  réel  le  long  des  lignes  de  jet 
(T  =  o  par  construction),  nous  allons  donc  faire  voir  que,  dans  l'in- 
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tervalle  o,  f")  les  hypothèses 

«1»(£)<0,  «I»'(£)>0, 

entranient  que  ~  soit  nésratif  quand  Z  varie  entre  ^  et  i . 
De  la  formule  (2)  nous  tirons  tout  dahord 

ce  qui  se  laisse  assez  facilement  mettre  sous  la  forme 


dZ 


Pour  abréger  l'écriture,  nous  poserons 

/t:     ''  7:  *^' 

de  sorte  que 

^  =  ^y   <I>'(c-)[;(«-|3)— Ç(«  +  i3)  +  Ç(M  +  p-(o,)-r(»-p  +  e.,,)]rf« 

-^!4<«-t)-<"-t)]-".*<''>- 

Ceci  posé,  utilisons  les  formules  (Tan^ehy  et  Molk,  VII,  9), 


P(«-p)-e, 


SOLUTIONS    DE    CERTAINS    PROBLÈMES    d'hYDRODYDAMIQUE.  2t5 

Le  coefficient  de  $'(')  ^^^^  '^  signe  d'intégration  devient 

Effectuant  l'intégration  portant  sur  le  terme  constant  —  2•q^  de  cette 
dernière  expression,  et  réduisant,  on  trouve  immédiatement 

2co,a  r    ,  o),  \  /  t.),\ 


Je  vais  faire  voir  que,  séparément,  le  coefficient  de  $(£)  dans  l'in- 
tégrale, et  le  coefficient  de  a  dans  le  second  terme,  sont  négatifs,  ce 
qui  démontrera  le  théorème. 

Introduisons  les  fonctions  elliptiques  ç^^.  On  sait  qu'on  a  (Tannery 
et  MoLK,  LIX  et  LXIII) 

p'a      aj^oflçso» 

p«  — e,  ~  -joa 

Par  suite  le  coefiicient  de  *^'(t)  peut  s'écrire 

L          'iio('t  —  p)  ^,o(M-h(3)  J 

^ 2 r     ,;,„(„  +  p)i;,3„(„_p)ç3„(«-p)-| 

2,„(«4-[3)i:,„(M  — jî)  L— Ç.o(«-P)::2o(«  +  (3)ç3o("H-h)J' 

Comme,  dans  les  conditions  énoncées  plus  haut,  «  +  ^  et  u  —  ^  sont 
imaginaires  conjuguées,  au  signe  près,  et  comme  la  fonction  H,o  est 
impaire,  le  produit 

i:.o(«  +  (3)t:„("-(3) 

est  essentiellement  négatif,  et  nous  sommes  d'abord  ramenés  à  cher- 
cher si  l'expression 

(7)         Ç.0("   +    P)420(«  —  |3)t3o{"-tî)-?.o("  —  P)  ?»("  +  ?)  ^:>0(«-+-  (3) 

ne  serait  pas  positive. 

Rappelons  que,  d'après  les  hypothèses,  ^  varie  entre  o  et  —  >  et  m 
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entre  o  et  w,,  en  restant  imaginaire  pure  (puisque  Z  varie  entre  i 
et  q).  Dans  ces  conditions,  l'expression  (7),  considérée  comme  fonc- 
tion de  u,  soit  P(m),  reste  continue,  et  sa  dérivée  a  pour  valeur 

P'(«)  =  s',<,(«  -  P)  ?.«(«  +  (3)  [    lio("  +  ?)  +  ;io  («  +  ?) 
à  cause  de  la  formule  connue  {T.  et  M.,  LXT,  I). 

?m(«)=  — i,So(")Jvo(«)- 

Remplaçant  maintenant  les  carré?  des  fonctions  ?  au  moyen  de  la 
fonction  j),  réduisant  et  observant  que  le  produit  ç,o(w  —  [i)  ç,„(wH- j5) 
est  négatif,  il  vient  ainsi 

7J^=Sgn|[p(«-3)-p(«  +  S)]. 

Or  cette  dernière  quantité^  réelle  et  continue,  ne  change  certainement 
pas  de  signe  quand  u  et  [51  restent  dans  les  limites  indiquées;   pour 

obtenir  ce  signe  constant,  je  puis  supposer  -,  et  ^  positifs  et  très  petits; 

alors  la  quantité  en  question  devient  très  grande,  et  sa  partie  princi- 
pale est 

Par  suite  P(«)  décroît  quand  -  croît.  Or,  les  valeurs  extrêmes  de  P 
sont,  pour  u  =  o, 

p(o)  =  2|,opî,„pd:3o(3, 

quantité  positive,  et  pour  u  =  ojj, 

P  (  W3)  =  i,0  (W3  +  ;3)  i';o  (W3  —  3)  Ç30  (''*3  —    p)  —  ilO  ('^3  —  3)  420  (W3  +  P)  Ç3o(W3  +  (3). 

Mais  on  a  (  r.  et  M.,  LX,  ."{  et  -'1) 

Çlo(«3—  P)  =—  Çlo(p  —  W3)  =  4lo(P  +  W3), 

t!0(W3—  (3)= £oo(p—   «3)=  tîo((3  +  fJ3). 

?3o(  W3—  (3)  =-  J3o((3  -  W,)  =-  ;,„(3  4-  CO3), 
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et  par  suite  (T.  et  M.,  LXIII  et  VII,  9) 

P(C03):=—  2?,„(t03+(3)^,„(w3-l-[3)C3„(w3+(3)=:|j'(o,3+(3) 

-  (PP-e3)  = 

Ceci  est  encore  positif,  puisque  p'ji  est  négalif. 

Donc  le  coefficient  de  $'(£:)  dans  l'intégrale  est  bien  né^silif,  et  le 

premier  terme  de  -^  est  aussi  negatit. 

Voyons  maintenant  le  second  terme;  son  signe  est  celui  de  l'expres- 
sion 

qu'on  mettra  facilement  sous  la  forme 

I-l  =:  U  «  H-  ^  H-  w,  j  —  n  «  H-  -1-i  I  —  -0, , 

OU  encore  (T.  et  M.,  VII,  9) 


JM  "  +  —    —  ^ 


Cette  quantité  étant  réelle,  on  a  encore 


R=-7 


P    "  -  -^ 


et  sous  cette  forme  on  retombe  sur  un  cas  pailiculier  d'une  expression 
étudiée  précédemment,  et  qu'on  a  montrée  êlre  négative  ;  le  théorème 

est  donc  démoniré  :  -^  est  négatd. 

Avant  d'aller  plus  loin,  je  vais  inaiiileiianl  établiriiii  lésullal  im|)or- 
lant.  Si  l'on  pose 


2,zzz  p  c", 
Journ.  de  Math.   (6"  série),  tome  X.   —   Fasc.  111,   lyi'i. 
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on  aura  sur  la  fronlière  extérieure  |  Z  |  =  i, 

dT  _  '_/& 
(ù         dp 

Comme  la  vitesse  (égale  à  i  au  point  de  raccord  d'une   ligne   de  jet 
avec  une  paroi  solide)  ne  doit  pas  devenir  supérieure  à  1 ,  il  faut  que 

—  commence  par  être  négalit'  pour  s  =  o,  et  par  suite  (juc  la  dérivée 

1     dir)        .  ...  •     .    rf  /^         •  •    •  . 

normale  -r-  soil  aussi  ncgalive  au  point  Z,  =  1 .  On  s  assure  aisément 

t/p  '■  ' 

que  cette  condition  équivaut  au  fait  que  la  ligne  de  jet  doit  être  con- 
vexe vers  le  fluide  en  mouvement,   au   départ   du  solide.   Calculons 

donc -7^  au    point  en   question;   ou   plus  précisément,    calculons  la 

dérivée  -r-  =  -r-»  pour  Z  réel  positif,  et  cherchons  la  limite  de  cette 
dp        dp     ^  ' 

dérivée  quand  Z  tend  vers  i . 

Or  on  a   trouvé   précédemment,  après   quelques    transformations 

[form.  (G)], 

Par  un  calcul  et  des  transformations  tout  semhlables,  et  que  je  ne 

d^ 
dp 


,    .    .     diî 
reproduis  pas,  on  trouvera   de  même,  pour  la  dérivée -^  au   point 


Z  =  G6'", 

dp     ^r-pj^      ^^Mj'(v  +  (3)-e,     pCv-.S)-*-,] 

mais  en  posant,  ici. 

Si  dans  celte  formule  ou   fait   leiidie  p  vers    i,    l'intégrale    qui  y 
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figure  n'a  généralement  pas  de  sens;  mais,  avant  fie  passer  à  la  limite, 
on  peut  écrire 

Le  coefficient  de  $'(*)  est  (T.  et  M.,  VII,  9) 

2    r     [Ç(v+p  +  W,)-Ç(v  +  (3)-C(v  — [3+(,>,)+r(v— p)]f/£ 


OU  bien 


i_n_  r        :r(v  +  (3  +  oj, )  3'(v  —  (3  +  oi )  1  • 


ou  encore 

3r,, 


Or  on  a  (r.  et  yI/.,  XII,  2  et  3) 

a(yH-W|)      =  e'ii''3'tO|0',v. 
Donc  l'expression  ci-dessus  devient 

ITT,         /—   e'^.»>3'%\  271  r  ,        ^  ,         Î-Jv  1 

(ij,      "V    a'^oj,3'jv    y        (,),   L  *^  J 

en  désignant  par  A  un  nombre  entier  dont  la  valeur  n'importera  pas. 

Cela  posé,  on  voit  qu'un  peut  écrire,  en  faisant  tendre  s  vers  zéro, 

et  en  supposant  que  $'(«)  tende  alors  vers  une  limite  (finie  ou  infinie), 
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que  nous  désignerons  par  <I>'(-t-  o), 

(^]       =  J^    rra>'(0- 4.7  +  0)1  \-P:11±11-  _       P'(-^-P)      1  de 

*'(-t-o)  r  ,    _        ,    3'Tv     ,  -      w  1 

H :: fllO),—  2log3'w,—  log^  +  (2/.  + 1)/- 

V  désignant  niainlenant  -^  logp.cirenlierÀétant  tel  que  le  coefficient 
de  $  (h-  o)  soit  réel. 

On  aperçoit  alors  que  lintégrale  qui  figure  dans  l'expression  pré- 
cédente a  en  général  une  limite  bien  déterminée  quand  p  tend  vers  i. 
Mais  le  coefficient  de  $'(+o)dans  la  partie  intégrée  devient  infini 
négatif  dans  les  mêmes  conditions  (v  devenant  nul).  Si  donc  $'(+o) 

est  positif,   la   valeur  limite   de    (-r-)       est  infinie  négative,  et  il  n'y 

a  pas  de  condition  nouvelle  à  écrire.  (C'est  le  cas  notamment  pour 
les  parois  concaves  vers  le  lluide  en  mouvement,  et  pour  les<]uelles  on 
a  partout  sur  nTj,  $'(£)  >  o.) 

Si  au  contraire  $'(-t- o)  est  négatif,  (-7-)  est  positif  et  la  solution 
correspondante  est  par  suite  inacceptable.  D'où  ce  théorème  : 

//  est  nécessaire  que  $'(+  o)  soit  positif  ou  nul  pour  que  la  solu- 
tion correspondante  soit  acceptable. 

Dans  le  cas  où  ^'{-t-  o)  =  o,  il  est,  de  plus,  nécessaire  que  la  valeur 
do 


limite  restante  pour  -^  soit  négative  ou  nulle,  ce  qui  donne  la  con- 
dition 

(I)  /     >b'{e)—^ f/£  +  2a/r;,-2Ç^j<o. 


Le  cas  des  proues  correspond  au  cas  limite  où  cette  inégalité  se 
transforme  on  égalité.  Eu  effet,  si  l'inégalité  est  vérifiée,  il  résulte 
d'une  démonstration  (jue  j'ai  donnée  ailleurs  [Sur  le  momement  d'un 
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liquide  dans  un  canal  renfermant  un  obstacAe  (^Annales  de  l'École 
Normale  supérieure,  3"  série,  t.  XXIX,  p.  127-197);  ?;o//'  p.  170], 
que  les  lignes  de  jet  se  délaclient  des  parois  solides  avec  un  rayon  de 
courbure  nul.  Pour  qu'on  ait  affaire  à  une  proue  véritable,  d'où  les 
jets  se  détachent  avec  un  rayon  de  courbure  lini,  l'inégalité  (1)  doit 
donc  se  transformer  en  égalité. 

On  peut  alors  montrer,  dans  ce  cas,  que  le  rayon  de  courlnire  des 
lignes  de  jet  au\  points  de  détachement  d'avec  le  solide  est  égal  au 
rayon  de  courbure  des  parois  solides  aux  mêmes  points.  Le  calcul  est 
analogue  à  celui  qu'on  a  développé  ici  page  2(3(). 

Utilisant  les  résultats  précédents,  nous  nous  proposons  iiunnlenant 
de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

Pour  tous  les  obstacles  convexes  11ers  le  courant,  jusque  et  y 
compris  le  cas  des  proues,  la  condition  nécessaire  (I)  sujjit  à 
assurer  des  lignes  de  jet  partout  acceptables,  c'est-à-dire  partout 
convexes  vers  le  fbiide  en  mouvement. 

Par  hypothèse,  dans  l'intervalle  o,  -,  <!>(£)  est  négatif  et  décroissant; 

dans  l'inégalité  (I)  où  p' --£  est  négatif  et  p  —  £  —  r^  positif,  l'inté- 
grale est  positive;  d'autre  part,  nous  avons  déjà  vu  plus  iiaut  que 
2'C  —  —  f\i  est  positif;  on  peut  donc  éciirc,  avec  les  deux  membres 
positifs, 

d'où  l'on  tire 

-                   ,'!liL 
(9)  2a('iÇ^-n,)=Kr  a>'(£)— ^^ ,1e, 

■K 

en  désignant  par  K  un  nombre y)/f/.9  grand  qui-  1 ,  ou  égal  à  i  dans  le 
cas  limite  d'une  proue. 

Ceci  posé,  il  nous  faut  démontrer  que,  le  long  d'une  ligne  de  jet, 
Xo  par  exemple,  la  convexité  est  toujours  vers  le  lluide  en  mouve- 
ment; cela  revient  à  dire  que  (  -^')  doit  être  négatif,  quel(|uc  soit  p 
entre  q  gI  i.  Or,  entre  ces  limites,  on  a  [forni.  (^(J)  ou  (^>^)J,  en  posant 
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^-  10 


gp 


ff/a:\ 


■       -^K"-t)-<'-t)-'1 

Par  suite,  en  éliminant  a  entre  celte  égalité  et  régalité  (9)  qu'on 
vient  d'écrire, 

<'«.?(»^ï-».)('|L     - 

Je  vais  faire  voir  (jue  celte  intégrale  est  négative. 

A  cet  effet,  je  démontrerai  que  le  coefficient  de  $'(£)  dans  le  second 
membre,  coefficient  qui  se  présente  comme  une  différence  de  deux 
quantités  positives,  est  toujours  positif  quels  que  soient  «et  ^  dans  les 
intervalles  que  Ton  sait.  Appelons  S  ce  coefficient,  je  vais  d'abord  le 
transformer  par  l'introduction  des  fonctions  ^^,^.  On  a  vu  déjà  (cy.  p.  275) 
qu'on  avait 

P'("  +  P)  ,p'("-(3) 


j)(«  +  (3)  — e,       p(M  — (3)  — , 


^        rù("  +  P)|3o(«  +  (3)  _  ç,o(^/-(3)g3o("-(3)'| 
L  ?,o(«  +  i3)  ?.o(«-p)  J 

de  même  (p.  277)  on  a 

f("-T)-<"-T)-- 

P'U'-^-)  P'   «-T 


[^ 


P   " 


^20      " 


P  l  "  — 

Ç30  (  "   —    — 


^■•(«-t) 


] 
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î83 


pui 


pP  — «1 


et  enfin  on  a  aisément 

2?-^ ni  =  — 

de  sorte  que  l'expression  S  prend  la  forme 


2          0)  1 

?'"  "^  ^^0  "^ 


(..)    s=- 


2  ""  2  rg^o(P  +  ")û((3  +  '/)   ,   g,o((3-«)£,o(;3-») 


?,o(?+«) 


Çio(i3  — «) 


l.o(3 


[' 


.)    j..(t -")'■•(?-") 


■("t-')  5-(t-") 


1 


Observons  que  les  facteurs  placés  devant  les  deux  crochets  sont 
réels,  et  que  le  premier  crochet  est  la  somme  de  deux  imaginaires 
conjuo^uées;  il  en  est  de  même  du  second  crochet,  mais,  dans  ce  der- 
nier cas,  les  deux  imaginaires  conjuguées  en  question  sont  toutes  deux 
égales  à  la  quantité,  évidemment  réelle, 


Cela  étant,  l'inégalité  S>o  serait  certainement  exacte  si  les  deux 
inégalités  suivantes 


Çio  —  iiolr*  -+-  "  I 


qui  se  réduisent  d'ailleurs  à  une  seule,  étaient  démonlréi's.  Or  ces 
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inégalités  sont  écjuivalciites  à 


I       4io(!3H-<0£-2o3t3ot3       I 


< 


ou  bien  encore  à 


2         /       2 


tîo|3?5o|S  i:io(P  +  «)2io(P- «) 


< 


?.o(5+«)£..(^-«) 


Comme  le  second  membre  de  cette  dernière  ne  diffère  du  premier 
que  par  le  fait  que  j3  y  est  remplacé  par  —,  et  comme  [3  est  inférieur 

à  —  nous  nous  trouvons  ramenés  à  montrer  que  la  fonction  de  j3, 

|'(3)=:         ^'"'^  -:-2n(,3  +  »)-',o(,3-»);3o(3  +  K)^^3o(.3-//)^ 

est  croissante  dans  l'inteivalle  o,  —  •   Ltllisant  la  formule  (T.  et  .']/., 
LXV,  l) 

'ioy{a+  0)  Caria  —  b) 


ïor  a  —  IL  If 


nous  transformerons  d'abord  P  comme  il  suit  : 

I  —  (e.,  —  e,  )  {6^—63  )çl,  j3  cl-.  Il 


P(i3)  = 


ou  encore 


••(P) 


i  —  je,  —  e,)  je,—  63)1^,11  El-j^ 


'  —  (''1—  e,)!^,  — e3)$J,j3g;,M 


'  —  çr.i  "ÇTuP 

I  —  (f,  —  et)(e,  —  63)^01  "?'oiP 


M\primons  toutes  les  fonctions  de  ,3  au  moyen  de  ç,o^,   en   nous 
servant  des  formules 
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Il  vient  simplement 

}       x;(g.-e3)['-(g.-ga)go%»]+g;oP{[.-gg,»gîo(3] 

Or  on  a  (T.  et  M.,  LIX,  6) 

'   —  («2—  e3)£53«  =  ^23«. 

1  — (c,— e,)£5,«=^J,M, 
'  —  (ei— e3)t53«  =:£fj(/, 
puis 

Remplaçant  et  simplifiant,  il  reste  . 

(.4)        P,(|3)  =  P(p) 


4;i« 

r?oP[g;o(3  +  (ei-e,)£;\</][;?„(3  +  (e.-e3)g-;3»]^ 
(S'foP  +  ei  — «2)(rioP  -f-e,  —  f3)(i;„p-ij„«)|  ' 
X  [i'ïoP  —  (e,  — t'.,)(e,  — ^3)^^,;/]  i 

le  quotient  mis  en  évidence  comme  facteur  de  P([îl)  étant  indépendant 
de  [3  et  positif. 

La  fonction  P,(p  )  étant  ainsi  préparée,  séparons  l'expression  obte- 
nue en  deux  facteurs,  de  la  façon  suivante  : 

(i5)  P,=  I',xP3 

avec 

(16)     P, ^'"^ 


(tfoP  —  i], ") [i;îo(3  -  (^1  —  e-i)  (t-'i  —  Ci) il,''] 
_  t 

~  t^—  t[t;\^u  +  (e,— e2)(e,— e3)ç;,  «]  +  (f,  —  e,)  (<-'i  —  «3)' 

_  t^+  [(Cl  — e2)|^,H  +  (e,  — e3)g^3«]f-l-(g,  — c,)(c,  — e:,)^ 
~  ^--i- 3e,< -(-(e,— i?s)(e,— e3) 

Joiirn.  (le  Math.  (G*  série),  lornc  X.  —  Kasc.  III,  i0'4-  7 
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OÙ  l'on  a  posé 

Cette  variable  /,  lorsque  ^  varie  de  zéro  à  —  >  varie  en  décroissant  de- 
puis +  3D  jusqu'à  (e, -|-\/e,  —  e.,  v^ëT^^ë^)'. 

On  reconnaît  sans  peine  que  Po  est  une  fonction  décroissante  de  /, 
et  par  suite  une  fonction  décroissante  de  |i;  de  plus,  il  est  visiblement 
positif. 

Quant  à  Pj,  (jui  est  aussi  positif,  sa  dérivée  par  rapport  à  t,  a  le 
signe  de 

[(^'.-''.)il,«  +  (f,-e3)t?,«-3'e,][(e,-e,)(e,-e3)-/']. 

Le  second  facteur  reste  négatif  dans  l'intervalle  de  variation  de  /; 
quant  au  premier  facteur,  on  peut  l'écrire  sous  la  forme 

{e^  —  e.)lX^u  +  {c^  —  e^)tX^u  —  (,.,  — c,)  —  (e,  — c,), 
ou  encore 

et,  par  suite, 

ou  enfin  après  réduction 


e-)— ■^{c.  —  e.^)-^ 


{e^-e^Y 


,P" 


(P«  —  t'2)(j3M  —  63) 


Or  cette  quantité  est  essentiellement  positive  quel  que  soit  u  dans 
l'intervalle  o,  W3,  puisque  alors  jdm  est  inférieur  à  e,.  Donc  P,  est  une 
fonction  de  l  décroissante  et  par  suite  une  fonction  de  ^  croissante. 

Enfin  le  produit  PoPs  est  une  fonction  croissante  de  p,  et  la  fonc- 
tion P(P)  également,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Restant  encore  dans  le  cas  des  proues  convexes,  la  condition  (I) 
est-elle  suffisante  pour  écarter  également  la  difficulté  relative  aux 
vitesses;  autrement  dit,  suffit-elle  à  assurer  la  validité  de  la  solution? 
Je  me  propose  de  montrer  qu'il  n'en  est  rien,  quelque  probable  que  le 
fait  paraisse  cependant  a  priori.  Je  ferai  voir,  à  cet  efTet,  qu'on  peut 
trouver  un  point  Z  =  pc"  (p  étant  voisin  de  i,  mais  inférieur  à  r)  et 
des  fonctions  *^{i)  satisfaisant  à  la  condition  (I),  avec,  bien  entendu, 
<I><[o,  <!>'(£)  <^  o,  (loiiiuiiil  naissance  à  une  solution  pour  laquelle  T 
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serait  positif,   c'est-à-dire    la  vitesse  plus   grande  que    i,   au  point 
considéré. 

Partons  de  la  formule  (i)  et  posons 

Z  =  pe''% 
on  a  immédiatement 

V  i  Wi  w,  Ui  ,        \  ^  /&),  fo,  ,        \ 

\  TT  7l  1%      •'■  1  \-K  m       ''V 

+  Î:     — «H !■£  —  -r-î-logO 

\  Tï  77  m  '  / 

\r.  T.  iT.     -J  \r.  ir.     -■;} 

ou  mieux,  puisque  l'iiypothèse  ^i^r.  —  i)  ^  — tl)(£)  entraîne 

f     «I>(£)f/£=0, 

et  en  posant 

-7-^  logo  =  II, 
l-K         '^ 

Un  calcul  simple,  basé  sur  la  même  liypollièsi',  conduit  à  transformer 
cette  expression  en  la  suivante  : 

T=-^/  $(£)[    ; (rt H- //)-t-: (^  + ")  +  n«  — ")  +  ?('!'  — ") 

2  TT-  J|, 

—  ;,  (a  -^  « )  —  ?,  ( i-  -h  « )  —  r, («  —  " )  —  ç,  (  ^  -  " )]  '/î. 
en  posant 

a  ^=  — s-i c, 

r.  n 

b  —  —s—  —' 

71  7:   "' 

et  en  utilisant  des  formules  telles  (pie 

Ç(«  +  M  —  wi)  =  ?,((/ -(- h)  —  n,. 
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Appelons  Q(£)  le  coeflicient  de  $(£)  sous  le  signe  somme;  on  a  {T.  el 
M.,  LXIII,  5) 


t:{a-hu)  —  Ç,{a-hu)z= r  y     -^     )      , 

2  p(a-i-  u)  —  e, 


et  par  suite 


()(e)_        '       P'(c  +  ")  j^       p'(a-/0 


2  p(a-i- m)  —  e,        2p{a  —  ii)  —  Cj 
I       ,p'(6  +  «)  I       p'{b  —  u) 


2  ji(6 -t- (/)  —  e,        2f>(6  — m)  — e, 
Donc  Q{t)de  est  la  différentielle  de  la  fonction 

\\(^)— ^   |„.J.P(^  +  ")  — g|][.P(«  — ")  -gil 

2W,        =[p(/>  +  M)_e,][j3(A  —  «)— t',] 
7u_       ^  ^iii(a  H-  M)£,n(-7  —  u) 

On  peut  donc  écrire 

Pour  £  =  o,  on  a  R  (î)  =  o,  puis(]uc  alors  a  =  h  ;  donc  enfin  il  vient 

qioi  yS—~  -^"jCAoi.  y  s— -^  —Il 

Mais  la  formule  (9),  démontrée  auparavant,  nous  permet  décrire 

5  ,  (1), 

_.c^(I_o)(2Ç^-.,)==KfcI.'(04^-^c-, 

J3  —  £  -  e, 

avec 

K>i. 

Or  on  a 


4"  T  ^J»  "^ 


2; r/,= 
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et 


d'où 


*    - 


-«i3u  — 


p  —  S  —  t-, 


(0,  .,      w, 

Ç20  ~rs3o 


u- 


-^ 1  =  K  fi.' 


(0- 


■(/e. 


Transporlant  dans  rexpression  de  T  la  valeur  de  <I> 
par  cette  équation,  nous  en  concluons  finalement 


o ) donnée 


!TtT=  r  <1>' 


(s)dE 


--i. 


■log 


\  n  2 


(,J,  _ 


Çio      — ^  + 


Or  si  l'on  suppose  u  petit,  c'est-à-dire  p  voisin  de  i,  la  fonction 
écrite  dans  le  crochet  devient,  comme  son  second  terme,  très  grande 
et  négative  pour  £  voisin  de  s.  Si  l'on  fixe  pour  5  une  valeur  numérique 

entre  zéro  et  -,  on  peut  donc  choisir  p  assez  voisin  de  i  pour  que  le 

crochet  soit  une  fonction  de  i  négative  dans  tout  un  intervalle  de 
valeurs  de  £,  voisines  de  s. 

Déterminons  alors  une  fonction  $  (i)  par  la  condition  d'être  cons- 
tante dans  l'intervalle  o, -,  à  l'exception  de  l'intervalle  partiel  où  le 

crochet  est  négatif;  et  dans  ce  dernier  intervalle  £,,  £3,  prenons  pour 
$(£)  une  fonction  négative,  décroissante  depuis  une  valeur  <t(£|  )  jus- 
qu'à $(£2),  ces  deux  dernières  étant  comprises  entre  —  t  et  zéro;$(£) 
sera  alors  pris  constamment  égal  à  <!'(£,)  dans  rinlorvalle  zéro,  £,,  et 
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à$(£j)dans  rintervallc  e^,  '-■  Knfin,  assujettissons  ^(e)  à  satisfaire  la 
condition  (9),  qui  devient  ici 

tjo — '^so  —          ^e,                     ^8o"Z"' -30 --"  £ 
-<b(z,) ->  -4»'(£)  — "^dt. 

..0  .,  i.o  ^  £ 

Toutes  ces  conditions  sont  parfaitement  compatibles,  comme  il  est 
facile  de  s'en  assurer;  rien  n'est  plus  simple  que  de  former  une 
fonction  particulière  de  i,  qui  vérifie  toutes  ces  conditions. 

Pour  une  telle  fonction  $(£),  il  esr  clair,  d'après  les  calculs  précé- 
dents, que  la  valeur  de  T  sera  positive  au  point  Z  =  pe"  ;  ceci  légitime 
évidemment  l'assertion  énoncée  ci-dessus. 

Il  est  à  peine  besoin  de  faire  observer  que,  par  le  fait  même,  la  pro- 
position énoncée  page  253,  relativement  au  cas  du  fluide  indéfini,  et 
qui  rentre  comme  cas  limite  dans  celui  qu'on  vient  de  considérer,  se 
trouve  légitimée  a  posteriori. 
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Sur  le  sL'riie  de  La  partie  réelle  des  racines  d'une  équation 
algébrique  ; 

Par  LIÉ\AR[)  et  CHIP  ART. 


INTRODUCTION. 

1.  Dans  les  recherches  de  PliysiquiMiialliénialique  ou  de  Mécanique 
il  arrive  fréquemment  qu'on  ait  à  résoudre  le  problème  d'Algèbre  dont 
voici  l'énoncé,  et  qui  a  été  le  point  de  départ  de  celte  étude  : 

Etant  donnée  une  équation  algébrique  à  coefficients  réels,  trouver 
les  conditions  pour  que  ses  racines  soient  de  la  forme  — K-  4-  3  y  —  1 1 
Yi.  étant  essentiellement  diffèrent  de  zéro  et  3  pouvant  prendre  une 
valeur  quelconque,  zéro  compris. 

Prenons  connue  exemple  l'élude  de  la  slabililé  :  en  ap[)liquant 
les  procédés  classiques  de  la  méthode  des  petits  mouvements  nous 
aboutirons,  d'ordinaire,  à  l'intégration  d'une  équation  diflérentielle 
linéaire  à  coefficients  constants.  Soit  donc 

d'^  u  d"''ii  ,  ^ 

une  telle  équation  et  soit 

/(x)  =  a^x"  -h  a,x"~'-\-  .  .  .  +  a„r=  o 

son  écpiation  caractéristique.  Toutes  les  fois  cjue  les  racines  de _/ (a,-) =o 
satisferont  aux  conditions  énoncées  plus  haut,  l'intégrale  générale  de 
l'équation  linéaire  sans  second  membre  tendra  vers  zéro  pour  t^x, 
([uelles  que  soient  les  constantes  d'intégration,  et  le  mouvement  sera 

Jouin.  de  Matli.  (C  série),  Uniic  \.  —   Kasc.  IV,  igi^-  -^" 
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stable;  réciproquemeiil,  lorsque  ces  conditions  ne  sont  pas  remplies, 
il  y  aura  instabilité  ('). 

Les  recberches  entreprises  pour  résoudre  ce  premier  problème  nous 
ont  amenés  à  aborder  le  problème  plus  général  consistant  à  déterminer 
combien  une  équation  possède  de  racines  dont  la  partie  réelle  ait  un 
signe  donné. 

Avant  d'énoncer  les  résultats  auxquels  nous  sommes  parvenus, 
commençons  par  définir  les  locutions  dont  nous  ferons  constamment 
usage. 

2.  Dki  INITIONS.  —  I"  Quanlilés  i)seudo-posilives  et  pseudo-néga- 
tives. —  Pour  abréger  le  langage,  nous  appellerons  qmxwMi'  pseudo- 
positive tonte  quantité  réelle  positive  ou  imaginaire  à  jiartic  réelle 
positive.  Une  définition  analogue  s'appliquera  aux  grandeurs  pseudo- 
négatives. Avec  cette  terminologie,  les  racines  d'une  équation  pourront 
se  classer  en  quatre  catégories  :  racines  pseudo-posilivcs,  pseudo- 
négatives, nulles,   |)urement  imaginaires. 

2°  Formes  quadratiques  0(X,,  X.j,  ....  X„,),  ©.(Y,,  Yo,  ...), 
T(-,,  So,  ...,  z„)  associées  à  l'équation  f(.i-)  =  o.   —  Soit  Féciuatidii 

/(.r)  =:  o{a:-)  -h  j:  <ii{x-)  =  o, 

dans  laquelle  nous  mettons  en  évidence  les  termes  de  même  parité. 

Les  racines  nulles  et  purement  imaginaires  font  partie  du  groupe 
de  racines  communes  aux  équations  /"(j:^)  =  Oi  /(  —  •*")  =  o,  en  sorte 
que  les  problèmes  posés  au  début  conduisent  naturellement  à  étudier 
le  résultant  des  deux  équations 

Pour  former  ce  résultant,  employons  la  méthode  de  Bezout.  Si 
nous  désignons  par  n  =  -2 ni  ou  //  =  2m  -h  i  le  degré  de  f{jc),  Tune 
au  moins  des  deux  équations  o  =  o,  1  =  0  est  de  degré  ni  et  Ion  sait 

(')  Nous  arlineltons,  bien  eiileiulii.  i|iie  raj)|)llc;Uion  tle  la  lliéorie  des  |ielils 
mouvements  est  légitime.  C'est  là  une  discussion  que  nous  n'iiborderons  pas, 
l'objet  de  notre  Mémoire  étant  d'étudier  une  (|uestion  ressortissant  à  la  théorie 
des  équations  algébriques  et  dont  il  était  intéressant  de  rapjjeler  l'origine. 
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que  le  résultani  II  de  BezouL  est  un  déterminant  syniétrique  de 
degré  m.  Désignons  par  0(X,,  X.,  ...,X,„)  la  forme  quadratique 
dont  R  est  le  discriminant.  Cette  fonction,  dont  nous  préciserons  plus 
loin  le  mode  de  formation,  sera  par  définition  la  forme  quadratique 
associée  à  réqualiony=  o. 

Pour  délinir  la  fonction  ©,(  Y,,  Y^,,  ...),  nous  opérerons  de  même 
sur  l'équation 

/,( J-)  —  -rfi-i-)  —  xa(i[--)  -+■  x-^{j:-). 

Par  définition,  0,  sera  la  l'orme  ipiadratique  0  associée  à  ré(|uation 

.A  =  o. 

Enfin  la  fonction  T(-|,  :.,  .  . .,  z„)  sera  définie  par  l'égalité 

(.)  T{z,,z,,  ...,  z„)  =  &{c,,:., z,,„)+&,{z„  ;,,  ...). 

Nous  en  donnerons  tout  à  l'Iieure  une  autre  définition  plus  directe. 

5.  Ces  préliminaires  posés,  nous  sommes  en  mesui'e  d'énoncer  les 
résultats  principaux  de  ce  Mémoire.  Nous  nous  bornerons  toutefois, 
pour  ne  pas  allonger  cette  Introduction,  à  donner  deux  critéria  aux- 
quels on  reconnaîtra  (|u'une  équation  satisfait  aux  conditions  du 
problème  de  stabilité. 

Premier  critérium.  —  Pour  que  les  racines  de  f  ^  o  soient  pseudo- 
négatives, il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  quadratique  1  soitd(finie 
positive,  autrement  dit  soit  une  somme  de  n  carrés  positifs  indé- 
pendants (  '  ). 

Comme  conséquence  de  l'égalité  (i),  le  critérium  peut  encore 
s'énoncer  en  disant  que  les  foiines  0  et  0,  doivent  être  définies  posi- 
tives. 

Deuxième  critérium.  —  Pou/-  que  les  racines  de  f^o  soient 
pseudo-négatives,  il  faut  et  il  suffit  que  la  forme  quadratique  0  soit 

(')  On  rappelle  qu'une  forme  (niaclrati(]ue  à  ii  variables  n'est  dite  définie c[\\t 
si  elle  ne  peut  pas  s'annuler  pour  un  système  réel  de  valeurs  des  variables  autre 
que  o,  o,  ...,  o.  Par  exemple,  la  forntie  {Xi-^  XiY-\-  x\  est  définie  positive, 
tiirulis  que  la  forme  (x, -+- J^'j)-  n'est  pas  di'finie. 


294  LIÉNARD    ET    CHIPART. 

définie  positive  et  que  le  polynôme  o(x)  soit  cxnupU'l  iH  ait  tous  ses 
coefficients  de  même  signe  que  le  coefficient  du  ternie  de  plus  haut 
degré  de  f(x). 

Un  énoncé  analogue  s'obtiendrait  on  utilisant  la  forme  0,  et  le 
polynôme  j^. 

De  ces  deux  criléria,  il  est  manifeste  qu'on  devra,  dans  les  applica- 
tions, donner  la  préférence  au  dernier  qui  conduit  à  des  calculs  plus 
simples.  Cependant,  comme  l'introduction  de  la  forme  quadratique  T 
dans  cette  théorie  facilite  la  démonstration  de  certaines  propositions, 
il  a  paru  préférable  de  commencer  p;ir  élablii-  les  proj)rictés  de  cette 
forme  T. 

4.  La  première  et  la  seconde  Partie  de  ce  Mémoire  seront  consacrées 
à  la  démonstration  des  deux  critéria  énoncés  ci-dessus  et  à  Fétnde  des 
propriétés  correspondantes  des  formes  T  et  0.  Nous  mentionnerons 
succinctement  dans  la  troisième  Partie  les  considérations  auxquelles 
nous  avions  tout  d'abord  recours  pour  établir  le  second  critérium. 
L'ordre  que  nous  avons  adopté,  en  vue  de  faciliter  l'exposition, 
diffère  en  effet  complètement  de  Tordre  dans  lequel  ont  été  trouvées 
les  diverses  propositions  et  nous  avons  pensé  qu'il  n'était  pas  sans 
iqtérêt  d'indiquer  comment  nous  avions  été  amenés  à  introduire  dans 
celle  étude  les  formes  quadratiques  0,  0,  et  T. 

La  rédaction  de  ce  travail  était  terminée  quand  nous  avons  eu 
connaissance  de  recherclies  sur  le  même  sujet  publiées  par  Routh  dans 
son  Treatise  on  the  stahility  of  a  given  state  of  motion  et  résumées 
dans  les  Advanced  rigid  Dynamics  du  même  auteur. 

Routh  (')  aborde  successivement  le  problème  par  deux  méthodes 
entièrement  distinctes. 

La  première  méthode  utilise  l'équation  aux  sommes  des  racines 
deux  à  deux  ;  elle  conduit  à  l'énoncé  suivant  : 

Pour  qu'une  équation  ait  toutes  ses  racines  de  la  forme 

(')  Routh,  .(  treaiixc  on  llie  stabilily  of  a  f;Uu:n  stale  of  motion  (London, 
1877)  el  Af/vnnccrt  ri^ùt  Dynamics,  §  2o(>-:i07,  Cf  édilion,  1907. 
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il  faut  Cl  il  SU  (fit  que  U  équation  proposée  et  l'équation  aux  sommes 
des  raci/ies  deuv  à  deux  soient  coiiiplètcs  et  ne  piéserUenl  que  des 
permanences . 

Cotte  proposition,  retrouvée  indépondanimenl  par  l'un  de  nous('). 

a  le  deiaul  de  lournir  //  H inégalités,  alors  qu  m  resuite  inani- 

festemenl  de  la  nature  du  problème  que  les  conditions  distinctes  sont 
en  nombre  n;  et  d'ailleurs,  pour  peu  que  le  degré  de  l'équation  s'élève, 
la  formation  de  l'équation  aux  sommes  et  la  recherche  des  conditions 
surabontlantes  deviennent  des  plus  malaisées. 

Pareilles  défectuosités  ne  subsistent  i)lus  dans  la  seconde  méthode 
de  Routh.  L'auteur  applique  la  formule  classique  de  Cauchy 


L  f-£Aî 


^^d. 


qui  fait  connaître  le  nombre  p  de  racines  comprises  à  l'intérieur  du 
contour  C  et  il  ramène  la  solution  du  problème  à  une  succession 
d'opérations  analogues  à  celles  qui  donnent  la  suite  des  polynômes  de 
Sturm.  Il  forme  de  cette  façon  (n  -+■  i)  polynômes,  dont  les  degrés  sont 
respectivement  n^  n  —  i ,  . . . ,  o  et  il  démontre  que  la  condition  néces- 
saire et  suffisante  de  stabilité  est  que  la  suite  formée  par  les  coeffi- 
cients des  termes  de  plus  haut  degré  de  ces  polynômes  ne  présente 
que  des  permanences  (-). 

La  uiéthode  de  Routh  se  prête  admirablement  à  l'étude  des  équa- 
tions numériques,  et  cela  pour  la  raison  suivante  :  pour  exprimer  que 
la  forme  quadratique  T  est  définie  positive,  nous  devons  écrire  n  inéga- 
lités 

P,(r7„,  ^1 a„)>o,        P2>o,        ...,        P„>o, 

lesP,,  Pj,  ...,  P„  désignant  des  polynômes  dont  le  mode  de  formation 
est  classique. 

Au  contraire,  la  méthode  de  Routh  fournit  n  inégalités 

Si  («Oï   «1,    •  •  •  ,   '''n)  >  o,  S2>  O,  .  .  .,  S„>  O. 

{')   Journal  (te  Mallivniatiques  spéciales,  avril  el  mai  191 1. 
(^)   D'une  inanière  générale  le  nombre  de  permanences  (variations)   est  égal 
au  nombre  de  racines  pseudo-négalives  (positives)  de  l'équation. 
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Les  premiers  riKMubres  de  ces  inégalités  ne  sont  autres  (]ue  certains 
piodiiits  des  polynômes  l*. 

Tanl  ([u'il  s'agit  d'équations  numériques,  peu  importe  (ju'on  abou- 
tisse aux  polynômes  P  ou  à  leurs  produits  S  et  la  supériorité  de  la 
méthode  de  Kouth  dans  ce  cas  est  incontestable.  Mais  il  en  est  tout 
autrement  dès  qu'il  devient  nécessaire  d'étudier  l'influence  de  para- 
mètres variables.  Si  l'on  voulait  en  effet  appliquer  aux  équations 
littérales  la  méthode  de  Routh,  il  serait  nécessaire  de  passer  des  pro- 
duits S  aux  polynômes  P  au  moyen  de  divisions  laborieuses  et  l'on 
aboutirait  de  cette  façon  au  premier  critérium,  c'est-à-dire  à  un  résul- 
tat très  inférieur  sous  le  rapport  de  la  simplicité  au  second  critérium 
qui  ne  découle  pas  de  l'analyse  de  Routhet  que  nous  croyons  nouveau. 
Aussi,  n'avons  nous  pas  pensé  que  les  résultats  obtenus  par  le  savant 
mécanicien  anglais  fussent  de  nature  à  enlever  tout  intérêt  à  notre 
travail.  D'une  part,  nous  avons  abordé  la  question  sous  un  jour  entiè- 
rement différent,  et  il  est  toujours  utile  de  considérer  les  divers  aspects 
d'un  même  pioblème.  D'autre  part,  les  problèmes  de  stabilité  abou- 
tissent en  général  à  des  équations  littérales,  et  pour  ce  molif  on  trou- 
vera avantage  à  leur  appliquer  le  second  critérium. 

Dans  une  quatrième  Partie  nous  établirons  sommairement  les 
propositions  qui  permettent  de  passer  de  l'énoncé  fourni  par  la 
méthode  de  Routh  à  l'énoncé  d'apparence  très  différente  cjue  nous 
avons  donné  sous  le  nom  de  p/'cmier  ciitèrium. 

PREMIÈRE  PAiniE. 

PIlOPKlÉTfiS     DE    l..\     hOKME    (,)l, AI)ltATI(,U  l-      T.     PimMlEH    CIUTÉRUJM. 

iS.  Polynôme  G  (x,  y)  associé  au  polynôme  f{x).  —  Soit  le  poly- 
nôme 

f{x)  =  «0 ■''"  +  a  1  .r "^ '  -I-  .  .  .  -+-  a,,. 

Formons  le  polynôme  Vj(x,y)  symétrique  en  x  et  j' 

Ce  polynôme  est  de  degré  n  —  i  par  rapport  à  x  et  y  pris  séparé- 
ment. Nous  l'appellerons  le  polynôme  G(.r,  ^)  associé  kf{x). 
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Exemples:  i"y(ic)  =  a„x- +  a, , 

P  ,  ,  _  ((i„Jr-ha,){a„y  -hot)  —  («o'"  —  «1  )  {«„  V  —  a,  ) 

■2{X  ■+    Y)  0     I  I    . 

■1°  f{x)  =  «ox-  +  0,0- -h  a., 

G(x.  y)  =r  aoa^.l■y  -{-  «,«;,• 
3° /(x)  =  x-i^cï(x--)  ;  on  trouve 

G.  Forme  quadratiqur  T(r,,  r.,  ...,  z„)  adnicllant  G(x,y} 
roinme  polynoint'  <iéncrali'ur.  —  Mulliplions  le  poivnoine  Ci(x,y) 
par  le  produit  xy,  nous  obtenons  l'expression 

Dans  celte  expression,  remplaçons  x'^y^  par  =3,;^,  nous  ohlenons  la 
forme  quadratique  à  n  variables  (') 

T(^„^. z„)  =  l\z^z^. 

Le  polynôme  (j(x,y),  (jui  est  toujours  symétrique  en  x  et  y,  est, 
par  définition,  le  polynôme  générateur  de  la  forme  quadratique  T. 

Lorsque  G  sera  le  polynôme  associé  à  f(x),  la  fonction  T  portera 
également  le  nom  de  for/z/c  quadratique  associée  k/(x). 

Exemples  :  i" /{x)  =  a„x+  a,  ;  on  a  trouvé 

G(  J-.  )  )  =  fl„a,,  d'où  T(s,)  =  n„a,  jj; 

2°  /{x)  =  a^x-  -+-  a,  X  -h  a.^, 

G(J?,  f)  =  a„a,xy  -ha^a,,         ï(;,,  z,)  =  a^a^zî  +  a^a^zi; 
3"  /(x)  =  xV-u,(x-), 


7.   Relation  entre  les  fur/nes  quadratiques   admettant   comme 
polynômes  générateurs  (il. (•,>')    et    ç.(a,-)  ^(/)  G(x,jk)-    —   Soit 

('  )   J.,a  miilliplicalioii  de  G  p-ir  .r  c  a  seuleiiienl  |>oiir  but  d'obtenir  pour  les  z 
des  indices  variunl  de  1   à  /(  el  ikjii  de  o  à  /i  —  l. 
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T'(z\,z'.^,  ..  .)la  t'oriiie  ciuadralique  admeltanl  G{x,y)  comme  poly- 
nôme générateur,  et  soit  o(x')  =  a  4- ^j;  +  ...-l-Xx-'  un  polynôme 
quelconque.  La  forme  quadratique  T(-,,  r^,  ...)  admettant 
Zi(x)zt{y)G(x,y)  comme  polynôme  générateur  s'obtient  en  effec- 
luant  dans  T'(':',,  z'„,  ..  .)  la  substitution  linéaire  (2) 

;;',  =  a;,+  ;3;2-i-...+  Â=,-M- 

z',=  :x:..-h -^>.--,^2, 

(2) 

«--,,  + +  /.;,+  ,,, 


Pour  démontrer  ce  résultat,  appli([uons  les  règles  du  calcul  symbo- 
lique données  au  n°  (>.  Ecrivons 

j~y  G  (  ^,  y  )  =  i  A  j:'i  \'', 
ce  qui  enlrauu;  par  déiiiiilion 

Nous  aurons 

^j'9(x)o(..)-)G(,r, /)=i,\^"/9(a-))"-9ij) 

r=  i  A[a.r''4-  ;5,r''  +  '  -|-...-t-  Ixi-*-']  [ a  j'' +  ...-+-  ly''*'}. 

De  celte  égalité  résulte  la  formule 

T(  c, ,  ;„  ...)^--^l  A  1  y.  z.,  +  ^  Vri  +  •••  +  /■  ^v+,]  l>-  =,H-  . .  .  +  Â  ;,  , ,  1 
qui  établit  la  pit){)Osilion. 

8.  Formules  de  décoiu  position  pour  les  puly/io/Ncs  (]  e/  les  formes 
quadratiques  T.  —  Soit 

on  a 

,.,       ,      f^(■Jo)U■^■)J\  (y)  /■2(.Y)  —  A(-  ■'■)A(-  ■<■)/>(-  y)  Ai-  y) 

^(^■'  y^  -=■ .(.r  +  j) ■ ■ — 

^n     ,  .,,,.A(-^-)./°(7)-.A(--^-)/^(-.y) 
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c'est-à-dire 

G(.r,.v)=3/,(-x)/,(-j')G,(x.7)+/,(x)/,(v)G,(x,jK), 

G,  et  Go  diîsignant  les  polynômes  G  associés  à/,  et  f^.  A  une  formule 
de  multiplication  pour  /  correspond  donc  une  formule  d'addilion 
pour  G. 

Plus  généralement,  considérons  le  produit  de  facteurs 

.     .  /(•0  =  /.(0/.(^)-../p(-î^). 

Ecrivons 

?.(-^)  =/.(-.^)/3(-  -r) /^        {-X), 

Ç,(X-)=M+X)M-.T) /^       (_X), 

od^)=A{+.v) //.-.(+^)A+,{-a^)./p     (— ^), 

9p(  j;)  =  /,  (+  x)  /„(H-  X) /,,_,  (+  x). 

On  vérifiera  facilement  lidentité 

(3)  G(x,  y)  =  Oiix)  r^iiy)  G^(x,  y)  -i-  o,{x)  zi,(y)  G,(x,  y)  + . . . 

+  9p{a;)  Op{y)Gp(x,  y). 

Passons  maintenant  aux  formes  quadratiques  T,  T,,  To,  ...,  T^ 
associées  aux  polynômes  /*,  /,,/,,  . .  -,  f,,  et  soient 

T  =  T(c„r„  ...,;„)        T,  =  T,(c',.c„  ...).        T,=  T,(:;';,;;,  ...) 

Appliquons  aux  divers  termes  de  l'identité  (3)  la  règle  générale 
donnée  au  n"  7,  et  nous  obtiendrons  la  formule  de  récurrence 

(4)  T(=.,  .-,,  ...,.-„)=      T,{a,  =  ,+  ^,-%  +  ...,a,.%-^(3,=3^-.■•,  •••) 

+  T,{5t,:;,+  i3..;,-l-...,  «,:;,-<- (3,-3 -^ ) 


9.   Première  application.  —  Soit  le  polynôme 

f{x)  ^  {X  +  .r,)  (.r  -h  .V,)  .  .  .  (j-  -+-  .r„), 

décomposé  en  facteurs  linéaires  et  dont  le  coefficient  de  x"est  supposé 
égal  à  l'unité  (multiplier  un  polynôme  par  A  équivaut  à  multiplier 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  X.  —  Kasc-  IV,   i<)i.i.  -^9 
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par  A-  sa  forme  quadratique  associée,  ce  qui  n'influe  pas  sur  les  signes 
de  la  décoinposilion  en  carrés).  Choisissons  comme  /o/o;  •••t/n 
ces  n  facteurs  linéaires  et  appliquons  les  formules  de  décomposi- 
tion (3)  et  (4).  Nous  obtenons  les  relations  suivantes  (')  : 

Gi(x,  y  )  =:  J^l,  G2=J'.>,  ....  G„(.v,  y)  =^  r,,, 

j  o,  (x)  =:  (a*  —  X2)  (a;  —  x^) (x  —  x„), 

\  9.  (.î)  =  (x  +  a-,)(.r  — .rs) (.r  — j-„). 


(5) 


o,-  (.r)  =  {x  -h  .r,)  (x-\-  .rj).  .  .(j?  -f-  x,_,)  (.r  —  .fi+,).  .  .(,r  —  .r„). 

\  o„{x)  ^=  {.r  +  Xi)  {x  -h  X,) j , {x  -h  x„^i); 

G(j;,  j)  =  a^,oi(j:^)?,(j)-+-.ro(?2(.2-)cp2(j)+...  +  j;„o„{x)9„(r); 

(6)  T(:„  z, z„)=.^x,{z,+  biZ.„_,  +  ...+  l,z,+  m,z,y, 

1 
en  écrivant 

<r)i{x)  =z  x"-'-+-  bjX''-^-^- .  .  .+  liX  -\-  nii. 

La  décomposition  de  T  en  une  somme  de  11  carrés  est  donc  réalisée. 
Cette  décomposition  va  nous  permettre  de  démontrer  que  le  discrimi- 
nant A  de  cette  forme  quadratique  à  /i  variables  a  pour  valeur 


(7) 


[^n(--Hr.)j 


(cp6A). 


On  a  en  efTet,  d'après  la  formule  (6), 

A  ^  ^1 X, . . .  x„Dl, 

D„  désignant  le  module  de  la  substitution 


(8) 


D„=: 


I  l)o         C 


(')  On  remarque,  dans  l'application  qni  est  faite  fie  la  formule  île  décomposi- 
tion (3),  qu'on  a  changé  le  signe  de  certains  polynômes  o,  modification  sans 
influence  sur  le  résultat  final. 
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D„  est  un  polynôme  en  x,,Xn,  ...,x„  qui  est  divisible  par  .r^  +  x,. 
(jiiols  (|ue  soient  /  et  A".  En  effet,  on  peut  écrire  idcnti((ueinent 


(9) 


/,      9,(.x-) 


I     b, 


In       O  „{■'■) 


Or,  en  supposant,  pour  fixer  les  idées,  i'^k^  les  polynômes  o,, 
Oo,  ...,  O/i  I  [formules  (5)J  sont  divisibles  par  x  —  x^,  tandis  que  les 
polynômes  çJj+i,  0,^.2,  ...,  o„  sont  divisibles  par  ./;  +  .r,.  Tous  les  poly- 
nômes o  s'annulent  donc  en  faisant  x^=x^^ — .r,-,  et  il  en  est  de 
même  de  D„  d'après  (9).  Le  polynôme  D„  s'annulant  pour  x-,+  a;^  =  o 
est  divisible  par  .r,  +  .x'a-  et  par  suite  par  n(./7,-)-  Xf^). 

On  peut  donc  écrire 


(10) 


D„  =  A„JJ(j:,+  ^i.)- 


A„  désigne  une  constante,  car  D„et  H  sont  tous  deux  de  degré 

Montrons  qu'on  a  A„=i.   A   cet  effet,   faisons    x^^o,   ce    qui 
entraîne  /«,  =  nu  =  . . .  =/;?„_,  =  o.  L'équation  (10)  prend  la  forme 

n  —  l 


tandis  que  l'équation  (8j  devient 


D„  =  /?i„ 


les   coefficients  [5,  y»  •••?  >■'  désignant  ce  que   deviennent  les  coeffi- 
cients ^,  c,  .. .,  /dans  l'bypotbèse  :r„=  o. 

D'autre  part,  l'application  des   formules  (8)  et  (10)  au  polynôme 
(x  +  X-,  ),  . . .,  (a;  -f-  Js-„^,  )  de  degré  «  —  i  donne 


D„_,= 


r=A„ 


,  JJ(j:,-ha:t.). 
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La  comparaison  de  ces  divers  résultats  donne 

A„  =  A„_.,  =  A„_.,  = . . .  =  A,. 

I^a  valeur  commune  de  tous  les  coefficients  A  est  l'unité,  comme  le 
montre  le  calcul  direct  de  A.,.  On  a  donc  en  définitive 


A  =  X,  x, . . .  ,/•„ 


JJ(-^'  +  -^'.) 


Il  résulte  immédiatement  de  là  la  proposition  suivante  : 

Théorème  I.  —  Si  f(x)^  o  iiU  pas  de  racine  commune  avec 
y(  —  a?)  =  o,  sa  forme  associée  T  est  une  somme  de  n  carrés  indé- 
pendants. 

En  elTct,  ûf^x)  el/{ — x)  n'ont  pas  de  racine  commune,  on  a 
XiX.,...x„pé.o,  I  I  (■r,  + j^a)  ^  o. 

Le  discriminant  A  est  différent  de  zéro  et  par  suite  la  forme  T  est 
une  somme  de  n  carrés  indépendants. 

10.  Deuxième  application.  —  Décomposons  à  jirésent  l'équation 
en  facteurs  réels  du  premier  et  du  second  degré  : 

1 

On  trouve 

G,(,i%,))  =  «1,         G.,(a:,  y)  =:  <Xi,         ...,         G,(j;,  y)  =  a,-; 

d'où 

(il)  T(5,,  ^2,  ...,  ;„)  =  a,FJ  +  a,P^  -(-...-(- a,  P? 

+  P,Q5  +  (3,QÎ+ 

Les  P,  (),  Il  désignent  des  formes  linéaires  en  j,,  z.,,  ...,:■„  à  coeffi- 
cients réels. 
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De  la  formule  (i  i)  résulte  le  théorème  suivant  : 

TiiÉORÈMF,  II.  —  Si  y(.f)=o  n'a  pas  de  i-acinc  comniuw.  avec 
f{ — .1-)  =  G,  les  racines  pseudo-négatives  et  pseudo-positives 
de  f{  x)  sont  respectivement  en  même  nombre  que  les  carrés 
positifs  et  négatifs  indépendants  de  sa  forme  associée  T. 

Dans  le  cas  général,  renoncé  précédent  reste  valable,  avec  cette 
restriction  que  la  forme  associée  T  ne  contient  aucun  carré 
correspondant  aux  racines  appartenant  aux  groupes  ±  a 
ou   d=  a  ±j3j  (a  :^  o). 

La  première  partie  du  théorème  est  la  conséquence  de  la  formule 
de  décomposition  (i  i)  :  siy(ic)  et  y( — x)  n'ont  pas  de  racine  com- 
mune, la  forme  associée  T  est  une  somme  de  n  carrés  indépendants 
(théorème  I,  n"  9)  et  la  formule  (ii)  établit  une  décomposition  en 
une  somme  de  Ji  carrés  réels. 

On  peut  supposer  que  les  trinômes  x-  +  ^x  -\-  y  ont  tous  leurs  ra- 
cines imaginaires,  sinon  on  les  décomposerait  en  facteurs  réels  du 
premier  degré.  Les  coefficients  y  sont  alors  positifs. 

Au  facteur  réel  du  premier  degré  (a?  -)-  a)  correspond  le  carré  y.P- 
qui  est  de  signe  contraire  à  la  racine  réelle  — a. 

Au  facteur  réel  du  deuxième  degré  x-  -^^x  -\-^  correspond  la 
somme  des  carrés  pQ-+  I^Y^''  H^'  sont  tous  deux  de  signe  contraire 

à  —  -;  partie  réelle  des  deux  racines  imaginaires  du  trinôme. 

Ces  remarques  justifient  l'énoncé  de  la  première  partie.  La  corres- 
pondance entre  les  signes  des  carrés  de  T  et  les  racines,  établie  pour 
un  mode  particulier  de  décomposition  en  carrés  de  la  forme  T,  sub- 
siste pour  tout  autre  mode  de  décomposition  en  vertu  du  ihéorème 
connu  sous  le  nom  de  loi  d'inertie. 

Passons  à  la  seconde  partie  du  théorème.  Si  /(-y)  et  /(—  x)  ont 
des  racines  communes,  on  peut  écrire 

f'{x-)  étant  un  polynôme  de  degré  n'  qui  n'a  pas  de  racine  commune 
avec/'(—  x).  Le  facteur  x^î^(x'-)  est  le  plus  grand  commun  diviseur 
dcf(x)  et  de  /(—  x). 
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Désignons  par  G(x,y)  et  G'(x,y)  les  polynômes  G  associés 
à  f(x)  et  f'{x)  et  par  T(r,,  :;,,  ...,  r„),  T(z\,z.'..,  ...,z'„)  les  formes 
quadratiques  correspondantes.  L'application  de  la  formule  de  décom- 
posilion  ('^)  ou  plus  sinqjleinenl  un  calcul  direct  (!(uine 

G(.r.  r)  =  u'\^vs(j:-')yi'zs(y'-)G'(^;  y). 
Soit  donc 

xV-m{x-)  =  cKxV--h  (3xl^+--h. .  .H-).j;"-«'. 

Appliquons  la  règle  donnée  au  n°  7  :  T(z,,z.,,  ...,  z„)  s'obtient  en 
effectuant  sur  T'(^',,  z'^, ...,  z',,,)  la  substitution  linéaire 


a  z^^i  -+-  p  c^+3  -f- +  /■  =„ 

(12)  "" ^ 

f  ;^'=  o[;„_„.  + +  /■:„. 

Les  seconds  membres  des  égalités  (12)  sont  des  fonctions  des  z 
linéairement  indépendantes,  quelles  que  soient  les  quantités  a,  [i,  ...,A 
qui  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

Les  formes  T  et  T'  contiennent  donc  les  mêmes  nombres  de  carrés 
indépendants  et  de  même  signe.  Ces  carrés  correspondent  aux  racines 
de/'(x),  puisque/'(j,)  n'a  plus  de  racine  commune  avec  /'{—  x). 

La  forme  quadratique  T  a  donc  («  —  ri)  carrés  déficients  corres- 
pondant aux  racines  de  x^tsÇx-).  Ces  racines  sont,  soit  nulles,  soit 
purement  imaginaires,  soit  pseudo-positives  et  négatives,  mais  dans 
ce  cas  elles  constituent  des  groupes  de  la  forme  ±  a  [provenant  des 
racines  réelles  positives  de  cï(j)]  ou  encore  ±  a  ±p«  (a:^o)  prove- 
nant des  racines  imaginaires  conjuguées  de  ts(^x).  Au  contraire,  les 
racines  de  /'(.')  ne  peuvent  former  de  tels  groupes,  car  f'(x)  ne 
serait  plus  premier  avec/'(—  x).  L'absence  dans  la  forme  Tde  carrés 
correspondant  aux  seules  racines  pseudo-positives  ou  pseudo-néga- 
tives qui  appartiennent  à  des  groupes  ±  a.  ou  ±  a  ±  [3/  est  donc 
établie. 

l'i'.EMiFj;  ctiiTKisif.M.  —  Pout'  qiic  l'èqualion  f(yX)  =  o  u'ail  que  des 
racines  pseudo-négatives,  il  faut  el  il  su //il  que  la  forme  associée  T 
soit  définie  positive. 
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La  condition  est  nécessaire  :  toutes  les  racines  étant  pseudo- 
négatives, deux  racines  ne  peuvent  donner  une  somme  nulle,  le 
polynôme  f{x)  est  premier  avec  /(—  x),  et  T  est  une  somme 
de  n  carrés  indépendants  qui  sont  tous  positifs. 

La  condition  est  suffisante,  car,  si  elle  est  remplie,  l'équation  admet 
n  racines  pseudo-négatives,  c'est-à-dire  que  toutes  les  racines  le  sont. 

1 1 .  Transformation  des  conditions.  Introduction  des  poly- 
nômes ¥{x,y),  F,(a;, /)  associés  à  f(x),  et  des  formes  quadra- 
tiques associées  Q  et  &,.  —  Mettons  en  évidence  dansf(x)  les  termes 
de  même  parité  : 

/(x)  =  9(.z-^)+a-'|(.r^). 

Portant  cette  valeur  dans  l'égalité  (i),  nous  obtenons  la  nouvelle 
formule 

I  9(.r-)  — J7  6(x-)     o(..r-)-hy'h{y-) 

"(■^17)  =  7 :; 

.r  iL ( X- )  9 (  )-^ )  -hyo{x°)'L(Y-) 

~  x-hy 

Cette  formule  peut  de  nouveau  se  transformer:  multiplions  haut  et 
bas  par  (y  —  x),  il  vient 

^  -yi      y  y^—x-  y---v' 

ce  que  nous  écrirons 

(i3)  G(x,  y)  =  xyF{x'-,  f-)  +  F,  {x\  /=), 

en  désignant  par  F(x,  y)  et  F,  (x-,  y)  les  deux  polynômes  symétriques 
en  X  el  y  définis  par  les  égalités 


y-x 
y      X 
Si   l'on  pose    n  =  2,ni    ou    n  ^  2m  -h  i,   le    polynôme    F  est  de 
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degré  m  —  i  cl  lo  polynôme  F,  de  degré  m  —  i  ou  /»,  suivant  la  pa- 
rité de  n. 

On  reconnail  dans  V(x^y)  le  polynôme  générateur  du  résultant 
de  o  ^=  G,  ']<  =  o,  tel  que  le  donne  la  méthode  de  Bezout  ('). 

Pareillement,  ¥y{x,y')  sera  le  polynôme  générateur  du  résultant 
de  s,  =  o,  ■^^^  =  G,  ç,  et  'j'i  étant  définis  par  les  relations 

/,(a;)  =  o,(ar-)  +  ,r4/|(.r-)  =  j;/(.r)=j7-4/(.r=)-(- j;o(j;2), 

d'où 

9,(a;)-.-- j;'j/(.r),         J/, (.r)  =  9(x). 

Nous  désignerons  par  0  et  (-),  le'-:  formes  (juadratiques  admellanl 
F(a;,  y)  et  F,(,(;,  y)  comme  polynômes  générateurs,  ce  qu'expriment 
les  égalités 

xy?  (x,  j)  =  iB.r«j^         ©  (X,,  X,,  . . .,  X„,)  =:  i  BXaXf,; 

.rjF,(x,  r)  =  vCx«jP,         0,(Y„Y,,  ...)  =iCYaYp. 

Pour  simplifier  le  langage,  nous  dirons  que  G(a;,  y),  ¥{x,y), 
FjCx-,  y)  sont  les  polynômes  G,  F,  F,  associés  kf(x). 

De  même,  T(Z|,  Zo,  . . .),  0(X,,X2,  .. .),  0, (Y,,  Yo, .. .)  seront  les 
formes  quadratiques  T,  0,  0,  associées  kf(x). 

Il  résulte  de  la  relation  (12)  que  la  forme  T  s'exprime  en  fonction 
de  0  et  0,  conformément  à  la  formule 

(.5)  T(;,,  z„  ....,  z„)  =  Q{z,,  z,,  ...,  z,,„)  +  Q,{z,.  z„  ...) 

annoncée  au  n°  2. 

T  ne  contient  donc  aucun  terme  Z^Zp  où  a  et  fi  soient  de  parité 
différente. 

12.  NouvcL  énonce  du  premier  crilérium.  —  L'identité  (i5) 
permet  d'énoncer  comme  suit  le  premier  crilérium  : 

Pour  (lue  les  racines  de  f  z::^  o  soien.l  psc udo-nà f^alives ,  il  faul  <'l 
ilsuf/ll  (jue  les  formes  0  et  0,  soient  d(^ fi  nies  positives. 


(')   L'inl  lodiictioii    des   polynômes   F(.r,  y)  dans  la   théorie  de   léliniinalion 
est  due  à  Caucliy  (voir  n"  lll,  3"). 
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Et  pareillemeiU  : 

Pour  que  les  racines  dr  f—  o  .soient  pseudo-positàes,  il  faut  n 
il  suj/il  que  0  et  0,  soient  définies  négatives. 

Exemples  et  applications.  ~  i"  f(x)  =  aaX  +  a,,  o(x)  =  a,, 
■h(x)  =  a„  : 

F(a-,j)  =  o,  F.Or,  v)  =  ^^— 2-! !!_i  =  fl„a,, 

y  —  X 

0  =  0,  0,=  fl„fir,Y7. 

-"  /(^)  =  «o'^^-f-  «,  •*-■  +  «2!     9{x)  =  a„x  ■+-  a.,,    -^/Çx)  =  a,  : 

i-{^,y)=  :^rzr^ .=  «o'?i-         F,  (.r,y  )  =  «,«,. 

0^(7(|«|X;,  0,=  ff|^2Yj. 

3°  /(i")  =  «0  x'  -+■  a,  x-  -f-  a„  X-  -4-  «3 ,  o  (x-)  =  a,  j;  4-  «.-,  , 

■^(x)  ^  a(,x  +  «2  : 

0  =  (a,«,— f7(,rt3)Xj,         0,=  ajasYj-i-  ia^a^X^\î  +  a^a^Xl. 

Pour  que  toutes  les  racines  (le/(x)  soient  pseudo-négatives,  il  faut 
et  il  suffit  que  0  et  0,  soient  définies  positives,  ce  qu'expriment  les 
inégalités 

I    «2  «3      «ofla   I 
a^a, —  <7(|rtj>o,  >  o,         floa,  >  o. 

I  «0^3     o-aix   I 

La  seconde  inégalité  s'écrit  a^a^{a^a.^  —  a^a^^'^o,  de  sorte  que 
le  système  des  trois  inégalités  se  réduit  au  suivant  : 

«,a2 — flo«3>o,         a(,rtr,>o,         a„rt3>o. 

4"  Donnons  encore  les  expressions  de  0  et  0,  pour  ré(|uation  du 
quatrième  degré  f(^:c)  =  a|^x^-{-a^x^-\-a.,x--\-a.iX-\-a■,  : 

0=:  (ûTortj — a,at)Xj+  2ao«3X,Xi-i-  rto«,X:, 
0,  =  a.a.,Y^-h  ■îa,a;Y-,Y\+  {a,a^_—  rt„fl,)Y|. 

Nous  savons  mainlcn;int  conuuonl  les  signes  des  parties  réelles  des 
racines  d'un  polynome/(a;)  influent  sur  les  signes  de  la  décomposition 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  lome  X.  —  Fasc.  IV,  igii-  ^*^ 
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en  carrés  de  la  fomre  T  =  0(Zo,  Z,,  . . .,  Z,,,,) -f- 0,(Z,.  Z^,  . . .).  Il 
serait  intéressant  de  savoir  comment  ils  influent  séparément  sur  les 
signes  des  carrés  de  0  et  0, .  C'est  la  question  que  nous  allons  examiner 
dans  la  deuxième  Partie. 


DEUXIEME  PARTIE. 

IMIOritlÉTÉS    DES    FORMES    0,    O,.    SF.CO.NI)    cRrrÉiiirM. 

15.  Préliminaires.  Résullanl  de  Bczout.  Formes  quadratiques. 
—  Soient  cp(ic)  =  o,  'i^{x)^=o  deux  équations  àoïilVixne  au  moins 
est  de  degré  m,  l'aulre  étant  de  degré  nîSm. 

On  sait  qu'on  peut  appliquer  de  deux  manières  différentes  la  mé- 
thode de  Bezout  au  calcul  du  résultant  R  de  ces  deux  équations. 

D'habitude  on  étudie  séparément  le  cas  m' :=  m  et  le  cas  m'<[  w. 
Pour  m' =^  m  le  résultant  est  mis  sous  forme  de  déterminant  symé- 
trique. Pour  m'<^m  on  modifie  la  méthode  en  vue  de  réaliser 
certaines  simplifications  dans  le  calcul  de  R,  mais  la  symétrie  a 
disparu.  Le  second  procédé,  qu'on  se  contente  généralement  de  men- 
tionner, consiste  à  considérer  le  cas  m'=  m  comme  le  cas  général,  et 
à  y  ramener  le  cas //«'<;  m  en  se  contentant  d'annuler  les  termes  de 
degré  m,  m  —  i ,  ...,  m'+i  dans  l'une  des  équations;  tous  les  rai- 
sonnements donnés  dans  le  cas  /«'=/«  restent  en  effet  applicables 
avec  m'-<  m.  Dans  le  cas  actuel,  nous  devons  nécessairement  recourir 
à  la  seconde  méthode,  qui  est  seule  susceptible  de  fournir  R  sous 
forme  de  discriminant  d'une  forme  quadratique.  Rappelons,  dans  cet 
ordre  d'idées,  les  énoncés  des  théorèmes  que  nous  avons  à  utiliser 
dans  cette  étude. 

Ecrivons  comme  suit  les  développements  des  deux  polynômes  : 

ip  {.v)  —  A„,.i-"'  +  A„,..,  a-'"  -'  4- . . .  +  Ao, 
ij;(.r)  —  B„,.r'"+  H„,_,.r"'-'-i-.  .  .+  B,. 

Par  hypothèse,  l'un  au  moins  des  deux,  coefficients  A„,,  B,„  est  dif- 
férent de  zéro.  Formons  le  système  des  m  polynômes  de  Bezout  F,, 
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F„...,F,„: 

F,(j:)       =       (A,„:c'"-'  +  A„,_,a:"'-2-|-...+  A,)|(.r) 

—  (B„,x"'-'  +  B„,_,a-"'-2-+-.  .  .+  B,)(p(a:), 
F,{x)       =      (A„,.r"'-'-i- -)-A,)>|-(x) 

—  (B„,a-"'-  =  + +  H.)  9(^-), 

F^_,(x)=r      (A„,^H-A,„_,)<i'(j;)-(B„,j.--)-B,„_,)(?(x). 
F„,(j;)     =      A,„d/(.r)  — B„,  9(x). 

Ces  polynômes  sont  de  degré  (ni  —  i)  au  plus;  nous  écrirons 
F, (x)  =c[  +c]a:  -h . . . -h  c'" x"'-\ 


F„,  (  .î-  )  =  c'„  -h  c;„  a;  -f- . . .  -h  c',',[ x'"-' . 

Ceci  posé,  voici  les  résultats  qui  seront  utilisés  plus  loin  : 
1°  En  premier  lieu,  le  déterminant 


est  symétrique.  On  a 


2°  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  9  =  0,  'l/  =  o 
n'admettent  aucune  racine  commune  est 

R=riO. 

3°  Soit  l'équation  de  degré  n 

/{jr}  =fl|,i"  +  cfix"-'-!-.  .  .  +  (T„=  o(x-)  4-  j;'y(x-)  =  o 
(«r=2/?ï      OU      II  =^ -2  m -h  1) . 

L'un  des  deux  polynômes  o  et  ■h,  celui  qui  contient  un  terme  en  <7„, 
est  nécessairement  de  degré/??,  et  l'autre  de  degré  au  plus  égal  à  nt. 

Par  définition,  le  polynôme  générateur  du  résultant  de  9(-z-')  =  ", 
'\'(x)  =  0  s'exprime  au  moyen  de  l'égalité 


F(x,j)  = 


,(  v)  J>(J^)  —  o(x)'li{y) 

— '■ • j 

j-x 
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ce  qu'on  peut  encore  écrire 

•^  '      T  X    /       y  —  j.  ,  V    /       y  —  ^ 

Effecluons  les  divisions  par  {y  —  .r);  nous  obtiendrons  la  formule 
F(.r,r)  =  F,(x)H-jF,(x)+...  +  j'"-'F„,(cr). 

Autrement  dit,  les  polynômes  de  Bezout  sont  les  coefficients  du 
développement  de  F(j';,y)  suivant  les  puissahces  croissantes  de  j'. 

Remplaçons  dans  F(.r, y)  les  F,,  F^,  .. .,  F„,  par  leurs  expressions 
explicitées,  et  nous  obtenons  l'égalité 

xy  F  (.r,7)  =  i;c^.r«yP=  \c\x'^y'^         (i  =  «,  (3  ^  »0- 

Par  conséquent,  la  forme  quadratique  0(X,,  Xo,  . . .,  X,„),  dont 
F(x,  jk)  est  le  polynôme  générateur,  aura  pour  expression 

0(X„X, X„,)  =  IcPXa\3; 

d"où  ce  théorème  (Cauchy)  : 

Le  discriminant  de  la  forme  quadratique  0  associée  au  j^o/y- 
nome  f{x^  ^=  o^x-) -\- x'i^(^x-^  nest  autre  que  le  résultant  de 
Bezoul  relatif  aux  deux  équations  Zi{x)  =  o,  'j'(.i')  =  o. 

4°  Pour  que  les  équations  o  =  o,  'ji  =  o  admettent  le  racines  com- 
munes, il  faut  et  il  sufjitque  la  forme  quadratique  0(_X,,  X.,  ...,X„,) 
soit  une  somme  de  {m  —  k)  carrés  indépendants.  Le  discrimi- 
nant R  de  0  est  alors  nul,  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu'à 
V ordre  k  exclu,  mais  l'un  au  moins  des  mineurs  d'ordre  k  est  dif- 
férent de  zéro.  En  particulier,  on  a  certainement 

Montrons  d'abord  que  si  les  polynômes  o  et 'j/ ont  A  racines  com- 
munes, la  forme  quadratique  0  est  une  somme  de  {m  —  k)  carrés 
indépendants. 

Soit  dfx)  =  a -f- 3.r  +  ... -t- Aa-^""' -ha;*  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  z  et  'h.  On  aura 

<p(a:)  =  vs  {x)  <f'{x), 
'if{x)—is{x)'\i'{x). 
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L'un  des  polynômes  o'  ou  'j/'  sera  de  degré  m  —  /.-,  l'autre  de  degré 
égal  ou  inférieur  à  m  —  A .  Ecrivons 

/(x)  =  7;t(.,-^)/'(.z-), 

et  soient  V{.c^y),  F' (./;,)'•)  les  polynômes  F  associés  »■  /{■'■)  elf'(x). 
On  aura 

=  ro(.r)ro(j)F'(j:-,j). 

et  par  application  des  règles  données  au  n"  7,  on  passera  de  la  forme 
quadratique  0'(X', , . . .,  X^^_^.)  associée  à  /'  à  la  forme  quadratique 
0(X|,  Xo,  ...,  X„j)  associée  à  /,  en  effectuant  la  substitution  linéaire 

I  X;      ^aXiH-[3X,  +  ...  +  ?,X,.+    xv„ 
,.  I  X;      =  aX,  + -1->,X,.^,4-X,.^„ 

i • 

'  x;„_^=         «x„,_i+ +  x„,. 

Ces  m  —  k  formes  linéaires  en  X  sont  indépendantes,  car  le  déter- 
minant tx  d'ordre  m  —  k  formé  par  les  coefficients  de  X;;.^,,  X^^.,,  . . ., 
X„,  se  réduit  à  sa  diagonale  principale  et  a  pour  valeur  i.  Il  résulte 
de  là  que  les  formes  quadratiques  0(X,,  X,,  ...,  X„)  et  0'(X',,  X'^,  ...) 
contiennent  le  même  nombre  de  carrés  indépendants  et  ce  nombre  est 
égal  à  m  —  A'  puisque  ©'=0,  i|/'=  o  n'ont  pas  de  racine  commune. 

La  théorie  classique  des  formes  quadratiques  nous  apprend  par 
suite  que  le  discriminant  R  est  nul,  ainsi  que  tous  ses  mineurs  jusqu'à 
l'ordre  (k  —  i)  inclus,  et  que  l'un  au  moins  des  mineurs  d'ordre  k  est 
différent  de  zéro.  Reste  à  montrer  qu'il  en  est  efl'cctivomenl ainsi  pour 
le  mineur 

()c\  Oc't .  .  .(Jc'i- 

A  cet  eil'et,  nous  observerons  (|uc  ce  mineur,  formé  avec  les  élé- 
ments des  (m  —  k)  dernières  lignes  et  des  (m  —  k)  dernières  colonnes 
de  R,  n'est  autre  que  le  discriminant  d'une  certaine  forme  quadra- 
tique 0  à  (m  —  k)  variables  obtenue  en  annulant  X,,  Xo, ...,  X<.  dans 
la  forme  quadratique  0.  Pour  obtenir  0,  il  nous  suffira  donc  de  faire 
X,  =  X,^  . . .  =  X^-=  o  dans  les  é(}uations  (i),  et  ces  équations  ainsi 
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modifiées  définissent  une  substitution  dont  le  module  est  égal  à  a, 
c'est-à-dire  à  l'unité.  On  a  donc 

dc\dcl...àc'i=^'''=^^''-  C.Q.F.D. 

Il  peut  se  faire  qu'il  n'y  ait  pas  d'autre  mineur  d'ordre  A  différent 
de  zéro  :  c'est,  par  exemple,  ce  qui  se  produira  lorsque  le  facteur 
commun  aux  polynômes/" et  ©  se  réduira  à  x*. 

On  démontrerait  de  même  la  formule  plus  générale 

dc\dcl...  d4l';,  ~  êc\'  de'.- . . .  dc'^  ' 

formule  qui  nous  sera  utile  plus  tard. 

Nous  avons  en  définitive  établi  la  proposition  directe.  La  réciproque 
en  découle  par  voie  d'exclusion,  car  les  polynômes  o  et  '\  ne  peuvent 
avoir  que  1,2,...,  (/«  —  i)  ou  m  racines  communes,  et  nous  venons 
de  voir  que  0  comprend  {m  —  i),  (w  —  2),  ...,  i  ou  zéro  carrés 
indépendants. 

Le  tliéorème  établi  conduit  à  considérer  les  polynômes  0  et  '\ 
comme  ayant  m  racines  communes  lorsque  l'un  de  ces  polynômes  est 
identiquement  nul.  On  peut  d'ailleurs  effectivement  considérer  le 
polynôme  nul  comme  contenant  en  facteur  l'autre  polynôme  non 
nul. 


1  i.  Équations  vérijiant  la  condition  R  :^  o.  —  Dans  la  première 
Partie,  nous  avons  eu  à  nous  occuper  spécialement  des  équations 
/■(.r)  =^  0  n'admettant  pas  de  racine  commune  avec  /( —  a?)  =  o.  Les 
équations  que  nous  aurons  à  considérer  particulièrement  sont  d'un 
type  un  peu  plus  général  :  elles  pourront  admettre  la  racine 
simple  a;  ^  o,  et  seront  seulement  caractérisées  par  la  condition  de  ne 
pas  admettre  de  groupe  de  deux  racines  x',  x"  dont  la  somme  x'  -\-  x" 
soit  nulle.  Montrons  que  cette  condition  est  R  ^  o. 

Supposons,  en  effet,  l'exislence  de  deux  racines  x\  x"  telles 
que  x'  4-  x"  =  o,  on  aura 
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Mettant  en  évidence  dans/  et/'  les  termes  de  même  parité 

nous  obtiendrons 

9(x)  =  ro(x)  (p'(j;),         f\i{x)  =.rs{x)']i' (x), 

ce  qui  démontre  que  cp  ;=  o,  '^  =  o  ont  au  moins  une  racine  commune 
et  que,  par  suite,  on  a  R  =  o. 

Démontrons  à  présent  la  réciproque.  Lorsque  R  =  o,  deux  cas 
peuvent  se  présenter  (n"  15,  4°)  '■  ou  bien  l'un  des  deux  polynômes  o 
et  'I  est  identiquement  nul,  ou  bien  ces  deux  polynômes  existent  et  ont 
au  moins  un  facteur  linéaire  commun.  Dans  tous  les  cas,  on  aura 

f{x)=:m{x-)/'{x), 

et  fÇjc)  a  deux  racines  égales  et  de  signe  contraire. 

Par  conséquent,  R  :7^  o  représente  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que /(a;)  n'admette  pas  de  groupe  de  deux  racines  x-',  x"" 
dont  la  somme  x'  -+-  x"  soit  nulle. 

15.  Théorème  III.  —  Lorsque  l'équation  f(x)  =  o  admet  une 
racine  réelle  au  plus,  sa  for/ne  associée  0  est  définie  positive  ou 
définie  négative  suivant  que  les  racines  imaginaires  sont  toutes 
pseudo-négatives  ou  toutes  pseudo-positives. 

Lorsque  l'équation  est  de  degré  pair  et  n'a  par  suite  aucune  racine 
réelle,  cette  proposition  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'énoncé  donné 
au  n°  12. 

Supposons  maintenant  l'équation  de  degré  impair.  Mettons  en  évi- 
dence la  racine  réelle  a,  nous  écrirons 

/(,/•)  =  (./■  -y.)f'{.,)  =  9(.r^)  +  x^!^(xn. 

f  n'ayant  que  des  racines  imaginaires.  Supposons-les,  par  exenqjle, 
pseudo-négatives. 

Dans  cette  hypothèse,  l'équalion  /(x)  n'admet,  quel  que  soit  a, 
aucun  couple  de  racines  dont  la  somme  soit  nulle;  par  conséquent,  le 
résultant  R(a)  des  équations  o  _  o,  ^  =  o  ne  s'annide  pour  aucune- 
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valeur  de  a.  Comme  c'est  une  fonction  continue  de  a,  il  garde  un  signe 
constant  et,  par  suite,  la  forme  quadratique  ©associée  à/Çx)  conserve 
les  mêmes  nombres  de  carrés  positifs  et  négatifs  quand  a  varie  de  —  ce 
à  -f-  v:. 

Pour  déterminer  la  nature  de  0,  supposons  a<;o.  Il  résulte  de 
l'énoncé  du  ii"  12  que  0  est  définie  positive.  Elle  l'est  donc  dans  tous 
les  cas. 

On  démontrerait  de  même  que  0  est  définie  négative  lorsque  les 
racines  de  f'(.r)  sont  pseudo-positives. 

IG.  Tiii.ni;i;.Mr.  IV.  —  Loisfju' luic  équalion  vérifiant  la  condi- 
tion K  ^  o  admet  une  t'acine  réelle  au  plus,  les  carrés  positifs  et 
négatifs  de  sa  forme  associée  0  sont  respectivement  en  même 
nombre  que  les  couples  de  racinos  imaginaires  pseudo-négatives  et 
pseudo-posil  i  vcs . 

Pour  établir  ce  tbéorème,  nous  allons  recbercher  comment  varie  le 
nombre  des  carrés  positifs  de  0  lorsqu'on  modifie  continûment  les 
parties  réelles  des  racines. 

Cboisissons  comme  équation  initiale  lécpialion 

/(j?)  =  «o^"-!--  ■  --^  an=  ?(-^")  +-rtJ;(x-)  («  ^  2;«  ou  2»)  -+-  i) 

qui  est  supposée  vérifier  les  conditions  du   tbéorème  IV,  et  dont 
les  im  racines  imaginaires  sont  pseudo-négatives.  Il  résulte  du  tbéo- 
rème III  que  sa  forme  associée  0  est  une  somme  de  m  carrés  positifs 
indépendants. 
Soient 

les  m  couples  de  racines  imaginaires,  rangés  dans  un  ordre  ijuel- 
conque.  Plusieurs  des  quantités  a  pourront  être  égales  entre  elles, 
mais  nous  supposerons  en  premier  lieu  que  les  (3  sont  tous  différents. 
T^aissons  les  ^  constants,  faisons  varier  a,  depuis  sa  valeur  négative 
initiale  jusqu'à  la  valeur  —a,  :  tant  que  a,  est  différent  de  zéro,  le 
résultant  II  ili;  o  el  de  'h  reste  différent  de  zéro.  Lorsque  a,  passe  par  la 
valeur  zéro,  un  carré  de  0  et  un  seul  s'annule.  En  elVel,  pour  a,  =  o, 
on  a 
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/(.'•)  n'admettant  aucun  couple  de  racines  dont  la  somme  soit  nulle. 
Par  conséquent,  si  l'on  écrit /'(x)  =  <p'(x-=)  +  .fi/'(x--),  les  équa- 
tions o  r=  o,  1''=  o  n'ont  pas  de  racine  commune,  et  les  équations 

9(a7)  =  (j;  +  p,)o'(x)  =  o,  |(j:.-)  =  («  +  (3,)(^'(.r)  =  o 

admettent  une  racine  commune  et  une  seule,  d'où  résulte  (n"  15,  4") 
pour  0  un  carré  déficient  et  un  seul. 

En  résumé,  le  passage  de  a,  par  la  valeur  z('ro  modifie  d'une  unité, 
tout  au  plus,  le  nombre  de  carrés  positifs.  Montrons  que  ce  nombre 
diminue  effectivement  d'une  unité.  A  cet  effet,  faisons  varier  a.,  de- 
puis a.  jusqu'à  —  a,,  a,  depuis  a.,  juscpi'à  — a,,  et  ainsi  de  suite. 

i^'équation  à  laquelle  nous  aboutirons  finalement  aura  m  couples  de 
racines  imaginaires  pseudo-positives,  et  par  application  du  théo- 
rème ni,  sa  forme  associée  0  sera  une  somme  de  m  carrés  négatifs 
indépendants.  De  là  résulte  que  le  passage  de  chaque  quantité  a  par  la 
valeur  zéro  diminue  d'une  unité  le  nombre  de  carrés  positifs  de  0. 

Le  théorème  est  donc  démontré  lorsque  les  [3  sont  tous  dilï'érents; 
l'jlcndons-le  au  cas  où  plusieurs  [ii  sont  égaux  entre  eux. 

Soit/(x)  =  o  une  équation  vérifiant  la  condition  R  ^  o  et  admei- 
iant  2/j  racines  imaginaires  pseudo-négatives,  iq  racines  imaginaires 
pseudo-positives  et  une  racine  réelle  au  plus. 

Considérons  l'un  des  groupes  de  racines  ayant  même  partie  imagi- 
naire ;  soient 

a, ±,3/,     a„±|3/,      ...,     a,.±[3«. 

Parmi  les  a,,  a^,  .  .  .,  a,.,  il  n'existe  pas  de  groupe  a',  a"  dont  la 
somme  a'  + a"  =  o,  sinon  le  résultant  R  serait  nul.  Déterminons  un 
intervalle  P'<;p<[[i"  contenant  p,  mais  ne  contenant  pas  de  coeffi- 
cient Ps  afférent  aux  autres  racines  de  l'équation;  choisissons,  dans 

cet  intervalle,  des  nombres  [3,,  P^» |^;-  tous  différents  et  faisons 

varier  continûment  les  racines  a,  ±  [3/,  a^i^;',  ...,  a^dzp/  depuis 
ces  valeurs  initiales  jus(ju'aux  valeurs 

«1  ±  [j,  i,     7.,  ±  i3.,  <",      ....     c,  't:  .j,i. 

Opérons  successivement  de  même  pour  tous  les  autres  groupes  de 
racines  ayant  même  partie  imaginaire.  Finalement,  nous  aboutirons 

Jounr.  (le  Math.  (6'  série),  lome  X. —  Kasc.   IV,   1914.  'I' 
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à  une  àqunûon  f  (x)^  o,  admcllant  2/)  racines  imaji^inaires  pseudo- 
négatives  et  2 y  racines  imaginaires  pseudo-positives,  comme  Foqua- 
tion  proposéey(a;)  =  o.  Les  formes  quadratiques  0  associées  à  f{x) 
elf'{x)  sont  de  même  nature,  puisque  le  résultant  R  ne  s'est  jamais 
annulé  au  cours  de  ces  transformations  et,  par  application  de  la  pre- 
mière partie  de  la  démonstration,  0  est  une  somme  de  p  carrés 
positifs  et  de  q  carrés  négatifs  indépendants.  Le  théorème  se  trouve 
donc  établi  dans  toute  sa  généralité. 

17.  Etudions  à  présent  l'équation  la  plus  générale  qui  vérifie  la 
condition  R  ^  o  et,  à  cet  efl'et,  commençons  par  définir  ce  que  nous 
entendrons  par  l'expression  «  rang  d'une  racine  réelle  »  de  l'équa- 
tion. 

Soient  ic,,  x.,,  ...,  j;^  les  racines  réelles  de  f(x).  Cette  équation 
vérifie  par  hypothèse  la  condition  R  ^  o,  et  il  n'y  a  pas  deux  racines 
réelles  qui  soient  égales  et  de  signe  contraire.  Nous  supposerons  les 
racines  réelles  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissant  des  valeurs 
absolues  : 

chaque  racine  multiple  étant  répétée  un  nombre  de  fois  égal  à  son 
degré  de  multiplicité.    Par  définition,  le  nombre  p  représentera  le 
rang  de  la  racine  x^. 
Soit,  par  exemple, 

qui  vérifie  R  :^  o.  Nous  formerons  la  suite 

o— I  —  1     —2—2  —  2+3+3, 

et  nous  dirons  que  l'équation  possède  :  trois  racines  négatives  de 
rang  pair,  à  savoir  —  i,  —  2,  —  2;  une  racine  positive  de  rang  pair,  à 
savoir  S. 

18.  TiiÉoKÈJiF.  V.  -  Lorsque  f{x)  ^^  o  vérifie  la  condition  R  ^  0, 
le  nombre  des  carrés  positif  s  de  0  est  égal  au  nombre  des  couples  de 
racines  imaginaires  pseudo-négatives  de  V équation,  augmenté  du 
nombre  des  racines  réelles  négatives  de  rang  pair. 
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De  même,  le  nombre  de  carrés  négatifs  de  0  est  égal  au  nombre 
des  couples  de  racines  imaginaires  pseudo-positives  de  V équation, 
augmenté  du  nombre  de  racines  réelles  positives  de  rang  pair. 

Soient  a,  ±;'[3,,  ajrti'JÎ.  les  couples  de  racines  imaginaires;  a;,, 
X.,,  ...,  X,.  les  racines  réelles  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissant 
des  valeurs  absolues. 

Faisons  varier  la  racine  x-,  depuis  x,  jusqu'à  x^  par  valeurs  réelles, 
puis  passons  par  continuité  de  la  racine  double  x.,  au  couple  de  ra- 
cines imaginaires  x^rh  y/,  le  nombre  positif  y  étant  choisi  inférieur  au 
plus  petit  des  nombres  j3.  Pendant  celte  transformation,  la  condi- 
tion Rt^oa  été  constamment  vérifiée,  car  l'égalité  x-'-f-x-"  =  o  n'a 
été  satisfaite  à  aucun  instant.  Par  conséquent  la  nature  de  0  n'a  pas 
été  modifiée. 

Opérons  de  même  sur  le  groupe  x,,  x^  de  manière  à  aboutir  à  un 
couple  de  racines  imaginaires  x,,  ±  ti,  o  étant  positif  et  inférieur  à  y» 
et  ainsi  de  suite.  Nous  transformerons  finalement /'(x)  en  un  poly- 
nôme de  même  degré  ,/'(x)  vérifiant  les  conditions  du  théorème  IV, 
et  dont  la  forme  associée  0'  est  de  même  nature  que  0.  Comptons  les 
couples  de  racines  imaginaires  da  f'(x),  nous  obtenons  : 

1°  Les  couples  de  racines  imaginaires  dey(x); 
2°  p  couples  de  racines  imaginaires  pseudo-négatives,  en  désignant 
par  p  le  nombre  de  racines  négatives  contenues   dans  la  suite  x^, 

3"  q  cjuples  de  racines  imaginaires  pseudo-positives,  en  désignant 
par  q  le  nombre  de  racines  positives  contenues  dans  la  même  suite. 

Appliquant  le  théorème  I\  à  rétjuation  /"'(x)  =  o,  nous  en  dédui- 
sons le  théorème  V. 

19.  Il  est  facile  de  modifier  l'énoncé  du  théorème  V  pour  le  rendre 
applicable  au  cas  où  R  serait  nul  : 

TnÉouKME  Va.  —  Le  nombre  des  carrés  positifs  de  0  est  égal  au 
nombre  des  couples  de  racines  imaginaires  pseudo-négatives  de 
l'équation,  augmenté  du  nonibre  des  racines  négatives  de  rang 
pair. 
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De  même,  le  nombre  des  carrés  négatifs  rie  Q  est  égal  au  nomhre 
des  couples  de  racines  imaginaires pseudo-posi tives  de  V équation^ 
augmenté  du  nombre  des  racines  réelles  positives  de  rang  pair. 

Toutefois,  si  l'équation  admet  des  groupes  de  racines  de  la 
forme  zt  a  o«  ±  a  ±  Pt(a  ^  o),  il  ne  doit  être  tenu  compte  ni  des 
uns  ni  des  autres  dans  le  décompte  des  nombres  des  divers  genres 
de  racines. 

Le  nouvel  énoncé  conduit  aux  mêmes  résultais  que  l'ancien  dans  le 
cas  où  R  :^  o.  Si  au  contraire  R  est  nul,  on  a  vu  (n°  13,  4°)  qu'on 
peut  poser 

/(:c)  =  m(>)/'(j-)- 

f'(x)  n'admellaut  plus  de  groupes  de  racines  lellcs  que  x' +  x"  =^  o. 
vs(x-)  peut  contenir  x  en  facteur,  mais  seulement  à  une  puissance 
paire. 

Eu  écrivant 

/(x)=:o(x-)  -\-  X'^iix-),  /'(.»)  =  O'(X-)  -h  .T<il'{x^), 

on  aura 

Désignant  par  F(x,y)  et  F\x,y)  les  polynômes  F  associés  à 
f{x)  =  o,/'(x)  =  o,  il  viendra 

17/          ^        o(r)'^(j:)  —  o(x)d,(  y)  ,     .      ,     s  r, ,  s 

F(œ,y)=: 1 — -^ ■- ^1^^  —Ts(jr)^{y)F{.r,y). 

y  ~^  -^ 

La  répétition  de  raisonnements  déjà  fails  plusieurs  fois  montre 
alors  (pie  les  formes  0  et  0'  associées  à  f{x)  et  f'{x)  contiennent  le 
même  nombre  de  carrés  indépendants  et  que  ces  carrés  sont  de  même 
signe.  Nous  voyons  ainsi  que  la  décomposition  de  0  en  carrés  ne 
donne  d'indication  que  sur  les  racines  de  /"'(x-),  à  l'exclusion  des 
racines  zh  «,  et  zh  a  zh  g/'  |)rovenant  du  polynôme  tr[(x--). 

F^a  forme  (juadraliquc  0,  donne  lieu  à  un  énoncé  analogue  à  celui 
du  tliéorème  Va,  sauf  que  le  mol  pair  doit  être  renqjlacé  par  le 
mot  impair. 

La  forme  0,  est  en  effet  associée  à  l'équation /",  (a;)  =  j;/"(x-)  =  o 
comme  0  l'esl  à  /'(.c)  =  o,  et  l'adjonction  de  la  racine  réelle  x  =  o 
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transforme  toutes  les  racines  réelles  de  rant;'  impair  de  /(.x)  en 
racines  de  ranj^-  pair  pour  /', . 

20.  Nous  sommes  mainlenanl  en  mesure  d'aborder  la  démonstra- 
tion du  second  critérium,  relatif  aux  é(juations  ayant  toutes  leurs 
racines  pseudo-négatives. 

Second  cniTÉRiiM.  —  Soit  le  polynôme  à  coefficieuts  réels 

Pour  que  les  racines  de  /=  o  soient  pseudo-né gaiives ,  il  faut  cl 
il  sujfil  que  la.  forme  quadratique  0  soit  définie  positive  et  que  le 
polynôme  o{x)  ait  tous  ses  coefficients  du  même  signe  que  a„. 

Les  conditions  sont  nécessaires:  Tout  d'abord  nous  avons  démontré 
(n°  12)  que  0  devait  être  définie  positive.  En  second  lieu  décompo- 
sons f{x^  en  un  produit  de  facteurs  réels  du  premier  et  du  deuxième 

degré 

f{x)  =  a,Yi{x  -(-  a)  \i{x-+^x  -)-  y). 

Lorsque  toutes  les  racines  sont  pseudo-négatives,  les  a,  p,  y  sont 
tous  positifs,  et,  par  conséquent,  le  polynôme  f{x)  est  complet  et  a 
tous  ses  coefficients  du  même  signe  que  a„.  Pareille  propriété  est 
vérifiée  a  fortiori  par  o{x). 

Les  conditions  sont  suffisantes  :  En  premier  lieu,  la  forme  0  étant 
définie  positive,  le  polynôme  f{x)  vérifie  la  condition  R  :^  o,  et  il 
résulte  du  théorème  V  que  l'équation  ne  peut  posséder  de  racines 
imaginaires  pseudo-positives.  Pour  démontrer  qu'elle  ne  peut  pos- 
séder de  racines  réelles  positives,  faisons  à  présent  intervenir  les  con- 
ditions relatives  à  o(j;);nous  allons  montrer  que  l'existence  déracines 
positives  conduirait  à  une  contradiction. 

A  cet  effet,  désignons  par  u  la  plus  grande  racine  positive  et  prou- 
vons que  la  forme  quadratique0(X,,  X,, ...,  X„,)  serait  négative  pour 
les  valeurs  particulières 

X,  =  i,         X.=  u'-.         X3=«/',         ...,         X,„  =«-'"+'. 

o    •                           .    .  1                    1-/         \        oiy)'l{x)  —  o{x)'l)(y)   , 
Soit,  comme  précédemment,   r  {x,y)  =  ^  ■'    • ^-—^ '—^^  le 
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polynôme  généralcur  de  0.  On  a,  par  définilion, 

.i=.v=»=  y  —  ^■ 

c'esl-à-dire 

(■)(i.  (/•-.  iiK  ..  .)  — o'("-)J/(h-)— o((/')4/'(m"-). 

ce  qu'on  peut  encore  écrire 

en  tenant  compte  de  régalité  9(m")  +  w'J;(h-)  ^  f{u)  =  o. 

Faisons  à  présent  intervenir  la  condition  que  o(x)  a  tous  ses  coef- 
ficients de  même  signe  que  a^.  Ceci  entraîne 

«0  9  (  «-  )  >  o 
ou 

flolL(H-)  <o, 

en  utilisant  à  nouveau  la  conditiony(«)  =  o. 

Comme,  d'autre  part,  u  est  la  plus  grande  racine  de /"(a),  on  a 


c'est-a-dire 
et,  a  fortiori , 
d'où 


«o/'(")  =  0, 

<7„  lL(  h')  -H  2^7(1  (/[o' («-)  +  «  lL'(  »-)]  i  O 

a^[o'[u-)  -h  «'}'(«-)]  >o, 

{•)(l.    M-,   li%    .  .  .)  <0. 


ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse.  Le  critérium  est  donc  démontré. 

Un  critérium  analogue  s'obtient  en  utilisant,  avec  la  forme  0,  le 
polynôme  ■j' et  le  coefficient  a„  au  lieu  de  s  et  a„.  La  démonstration 
est  la  même,  sauf  que  u  devrait  représenter  la  jilus  petite  racine  et 
non  la  plus  grande. 

On  [)(Mil  enfin  remplacer  0  par  0,,  à  condition  de  permuter  le  rôle 
de  cp  et  de  <\). 

lil.  Applications.  Conduite  des  calculs.  —  L'application  des 
théorèmes  qu'on  vient  d'établir  nécessite  la  détermination  du  signe 
des  carrés  indépendants  des  formes  quadratiques©  et0,.  Tant  qu'il 
s'agit  d'équations  numériques  de  faible  degré,  on  peut  procéder  ell'ec- 
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tivement  à  la  décomposition  en  carrés;  mais,  dans  la  majorité  des  cas, 
il  est  préférable  de  recourir  à  un  théorème  que  nous  allons  rappeler  et 
qui  n'exige  que  le  calcul  des  discriminants  R  et  K,  et  de  mineurs  de 
ces  déterminants. 

Soit  une  forme  quadratique  Q  à  m  variables 

Considérons  la  suite  formée  par  le  discriminant  ii  de  0  et  des  déri- 
vées successives  de  ce  discriminant  : 


dc\       dc\  dcl  dc\  dcl  .  . .  de',", 

Les  termes  de  cette  suite  sont  des  mineurs  symétriques  de  R,  et  le 
dernier  terme  est  égal  à  i . 

Le  théorème  annoncé  est  le  suivant  : 

1°  Lorsque  la  forme  0  csl  définie  positive,  tous  les  termes  de  la 
suite  sont  positifs. 

2°  D'une   manière  générale,   lorsque    R,   -r-i'  '"   ^o^t  différents 

de  zéro,  le  nombre  de  carrés  positifs  indépendants  de  0  est  égal  au 
nombre  de  permanences  de  la  suite  (2)  et  les  carrés  négatifs  sont  on 
nombre  égal  aux  variations  (Williamson). 

Ces  résultats  classiques  se  rattachent  à  la  formule  de  décompo- 
sition 

0(X,,X,,  ...,X„,)  =  £,X=  -i-£,(a^X,+X,)--i-...4-£„,(5!;„X,-f-a,î„X,  +  ...  +  X„,)% 

laquelle  formule  suppose  que  0(X,, . . .,  X„,),  0(o,  X,,  . . .,  X,„),  ..., 
0(0,  o,  . . .,  o,  X,„)  contiennent  respectivement  m,  (m — i  ),(/?«  —  2), ..., 

2,  I  carrés  indépendants,  autrement  dit  que  les  quantités  R,  -j—,,  etc. 

sont  différentes  de  zéro. 

Inversement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  la  décomposition 
donnée  par  la  formule  précédente  est  possible  et  d'une  seule  manière, 
et  les  coefficients  des  carrés  sont  donnés  par  les  formules  d'IIermile 

dR  d"'-'l\ 


£,£j  .  .  .  2„,  =  R,  £2£3...£,„  = 


dc\  '"       dc\  . .  .  de", 


3: 
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Eii  divisant  ces  équations  deux  à  deux,  on  aura  les  valeurs  de  £,, 
£„,  ...  et  il  est  évident  qu'on  obtiendra  pour  les  £  autant  de  nombres 
positifs  que  la  suite  (2)  présente  de  permanences. 

On  a  supposé  qu'on  prenait  les  dérivées  successivement  par  rapport 
à  c\,  cl,  . . .,  c2-  Hn  principe,  on  peut  intervertir  à  volonté  l'ordre  des 
dérivations.  Cependant  l'ordre  des  dérivations  peut  cesser  d'être  in- 
différent lorsque  des  termes  de  la  suite  sont  nuls.  La  démonstration 
précédente  tombe  du  reste  en  défaut  dans  ce  cas,  et  il  nous  faut  entrer 
dans  quelques  explications  complémentaires. 

Plusieurs  éventualités  peuvent  se  produire  : 

1°  En  premier  lieu,  la  forme  quadratique  0  peut  se  réduire  à  une 
somme  de  (m  —  k)  carrés  indépendants.  Les  /»  premiers  termes  de  la 
suite  sont  alors  nuls. 

Si  la  forme  quadratique  0  était  du  type  le  plus  général,  il  convien- 
drait de  former  tous  les  mineurs  d'ordre  A",  et  de  s'assurer  que  l'un 
de  ces  mineurs  est  différent  de  zéro.  Ce  calcul  est  inutile  avec  les 
formes  quadratiques  particulières  que  nous  avons  à  étudier,  car  on  a 
démontré  au  n"  15,  4",  que  0  jouit  de  celte  propriété  remarquable  que 

à'- h 
le  mineur  7  est  certainement  didérent  de  zéro  lorsque  les 

àc\  Oc\  .  .  .  oc,.  ' 

carrés  indépendants  sont  en  nombre  (/»  —  A).  En  formant  les  dérivées 
de  R  dans  l'ordre  naturel,  on  est  donc  assuré  que  le  nombre  des  carrés 
déficients  est  égal  au  nombre  des  premiers  termes  nuls  rencontrés. 
Soit  donc 

(3)  D*R,     D''+'R,     ...,     D"'R  (d''=   ^  ,  ^'       . 

\  ilc\  . . .  ac\ 

la  suite  des  dérivées  successives  de  R,  qui  débute  par  le  terme  D*R 
différent  de  zéro.  Si  tous  les  termes  de  celte  suite  sont  différents  de 
zéro,  on  pourra  appliquer  à  la  forme  0  la  règle  précédemment 
énoncée  :  les  carrés  positifs  et  négatifs  de  0  seront  respectivement  en 
même  nombre  que  les  permanences  et  variations  de  la  suite  (3).  C'est 
ce  qui  résulte  de  la  formule  générale 

d'^+p  R  di'  R' 


i)c\dcl...  dc'lX';,       dc\'  àc'„'  ...  ôc'i; 
qui  a  été  donnée  au  n"  13,  t\° . 
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Le  cas  où  plusieurs  termes  de  la  suite  (3),  à  l'exclusion  du  premier, 
sont  nuls  va  faire  l'objet  des  2°  et  3°. 

2"  Plusieurs  termes  non  consécutifs  de  la  suite  (3)  sont  nuls. 

Chaque  terme  nul  est  donc  encadré  par  deux  termes  dilTérents  de 
zéro.  Dans  ce  cas,  la  suite  ('^)  possède  les  propriétés  d'une  suite 
de  Sturm  :  les  deux  termes  ([ui  encadrent  un  terme  nul  sont  de  signes 
coiilraires.  C'est  ce  qui  résulte  de  la  formule  classique 

dc\()cl  "    dc\  dc\       \àc\l 

Un  raisonnement  par  continuité  permettra  alors  d'établir  que  ce 
terme  nul  doit  être  compté  comme  formant  une  permanence  et  une 
variation  avec  les  deux  termes  qui  le  comprennent. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  commençons  par  discuter  le  cas 
particulier  où  l'on  a  R  :7i^  o.  Remplaçons  l'équation 

ao.K"4-  ffi.r"~'  +  .  .  .+  a„=:o, 

par  l'équation  plus  générale 

(«0+  'j.,,)x'^-v-  («I  +  a,)x"-'4-..  .+  (û'„  +  a„)=:o, 

dans  laquelle  les  %  sont  arbitraires.  Nous  pourrons  déterminer  un 
domaine  |a/|<£,  à  l'intérieur  duquel  les  termes  de  la  suite  R, 
DR,  ...,  D'"  'R  qui  sont  différents  de  zéro  quand  on  annule  tous 
les  a,  gardent  un  signe  constant.  Quant  aux  termes  qui  s'annulent 
pour  les  a  =  0,  ils  pourront  également  s'annuler  sur  certaines  lignes 
ou  surfaces  passant  par  l'origine  a  =  o,  mais  il  existera  certainement 
une  infinité  de  points  de  ce  domaine  auxquels  correspondra  une  suite 
complète  R,  DR,  ...,  D'""'  R.  Pour  s'en  assurer  il  suflit  de  remarquer 
que  les  D*R  sont  des  polynômes  en  a^,  a,,.-  •  -,  ««  qui  ne  peuvent  être 
identiquement  nuls.  Effectivement,  nous  avons  démontré  plus  haut 
qu'à  toute  équation /(a;)  =  o,  n'admettant  que  des  racines  pseudo- 
négatives, correspondait  une  forme  ipiadra tique  0  définie  positive,  et 
pai-  conséquent  une  suite  complète  R,  DR,  ...,  D"'"'R.  A  tous  ces 
points  correspondent  également  des  formes  0  de  même  nature,  car 
R  ^arde  un  sijïue  constant.  Raisonnant  alors  sur  une  de  ces  formes 
quadratiques©,  nous  en  concluons  le  résultat  énoncé  :  Quel  que  soit 
le  signe  pris  par  un  terme  de  la  suite  qui  s'annule  pour  a  =  o,  ce  terme, 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  lome  X.  —  Kasc.  IV,  1914.  H- 
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formera  une  permanence  et  une  variation  avec  les  deux  termes  non 
nuls  (]ui  le  comprennent. 

Ce  résultat  s'étend  au  cas  plus  général  où  0  est  une  somme 
de  (m — A)  carrés  indépendants,  comme  il  résulte  des  formules  du 
n"  13,  4°  : 

f  f{x)  —  vs{x-)f'{.x),         TiT(.r)  =  a-(-  {3a;  +  .  ..-(-.r*-, 

\  0(x„Xj,  .,.)  =  0'(Xi,x;. ...), 


\  dc\  àc\...  dc'iX'l.       àcV  de';- . . .  dci; 

IVe  modifions  pas  le  fadeur  ct(x--),  mais,  comme  nous  l'avions  fait 
plus  haut  pour/(.f  ).  remplaçons /'(a;)  par  la  forme  plus  générale 

(«Ô+  ao)x''-'*+  («'i-l-  a',)j;"-2''-'-|-.  ,  .4-  («„_,/,+  a',,-,/,-)- 

Les  formules  (4)  restent  constamment  vraies,  et  comme  f'{x) 
satisfait  à  la  condition  K':^^  o  comme/(a;)  satisfaisait  tout  à  Tlicure  à 
la  condition  R  7^  o,  la  généralisation  est  immédiate. 

Nos  raisonnements  supposent  les  dérivées  prises  successivement 
par  rapport  à  cj,  ci,  . ..,  c"'.  Les  explications  données  au  1°  montrent 
que,  si  R  =  o,  on  doit  suivre  l'ordre  naturel  jusqu'à  la  première  dé- 
rivée non  nulle  rencontrée,  mais  à  partir  de  ce  moment  il  est  indiilé- 
rent  d'effectuer  les  dérivations  dans  un  ordre  quelconque,  à  condition 
que  les  dérivées  obtenues  soient  différentes  de  zéro,  de  telle  sorte 
qu'il  n'y  ail  pas  d'ambiguïté  possible  sur  le  décompte  des  permanences 
et  des  variations. 

Par  continuité,  il  en  sera  encore  de  même  lorsqu'il  n'y  a  pas  deux 
dérivées  nulles  de  suite,  chaque  terme  nul  compris  entre  deux  dérivées 
non  nulles  de  signe  contraire  devant  encore  être  considéré  comme 
formant  avec  les  deux  dérivées  (pii  l'encadrent  une  permanence  et  une 
variation. 

3"  Plusieurs  termes  consécutifs  de  la  suite  (3) 

D''1A,     !)'■-"  1;,     ...,     I)"'-'H,     I 
sont  nuls. 

D*R  doit  se  calculer  par  la  formule 

iyK=:        '''■^'      ,. 

àc\  dcl...  (Jci 
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Montrons  que  dans  le  calcul  des  termes  qui  suivent  D*R,  on  peut 
choisir  l'ordre  des  nouvelles  dérivations  à  effectuer,  de  telle  manière 
que  la  circonstance  3°  ne  se  produise  pas. 

Soient, en  effel,  A  et  A'=  j-^  deux  termes conséculifs  de  la  suite  (3). 
Ecrivons 


Supposons  A  7^  0  et  A' =  o.  Développons 


:cM'  + 


2 


A"  désignant  un  mineur  du  premier  ordre  de  A'. 

Puisque  A'  =  o  et  A  ^  o,  c'est  que  l'un  au  moins  de  ces  mineurs  A" 
est  différent  de  zéro.  Or  on  sait  que,  lorsqu'un  mineur  non  symétrique 
d'un  déterminant  symétrique  A'  est  différent  de  zéro,  il  existe  au  moins 

un  mineur  symétrique  qui  est  aussi  différent  de  zéro.   Soit  -r-r  ce 

mineur.  Prenons  les  dérivées  dans  l'ordre  c\  c',. .  .ciel. . .  et  nous 
serons  assurés  que  le  terme  A'  se  trouvera  compris  entre  deux  termes 
différents  de  zéro. 

En  définitive,  dans  lliypothèse  l\  =  o,  on  formera  d'abord  les 
dérivées  dans  l'ordre  naturel,  ce  qui  fournira  sans  ambiguïté  le  mineur 
principal.  A  partir  de  ce  moment,  il  pourra  être  nécessaiiede  changer 
l'ordre  des  dérivations  afin  d'éviter  la  formation  de  termes  consé- 
cutifs nuls.  La  suite  obtenue  fera  connaître  le  nombre  de  carrés 
positifs  et  négatifs  de  la  forme  0. 


22.   Formation  des  discriminants  R  e/  R, 


cp(a;): 


A„,a:" 
B„,x" 


Soient 
B„ 


les  deux  polynômes  dont  il  s'agit  de  former  le  résultant  de  Bezout.  On 
démontre  aisément  que  ce  résultant,  tel  qu'il  a  été  défini  au  n"  15,  e.>-t 
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donné  par  la  formule 


R  = 


A, 

•A, 

-B, 

-  H. 

V, 

A3 

—  B. 

-  B3 

A,„ 

0 

—  B„, 

0 

B„ 

B, 

A„ 

A, 

0 

B„ 

o      A„ 


B„,_, 
A/>,— 1 
B„,_, 
A,„_, 


0     Bo 

o     Ao 

le  prodiiil  de  ces  deux  matrices  s'eiTecluanl  par  colonnes  verticales, 
conformément  aux  règles  connues  du  produit  de  deux  déterminants. 
Le  déterminant  11  ainsi  formé  est  symétrique  :  on  calculera  seule- 
ment les  termes  c^,  pour  lesquelles  a  >>  p,  en  désignant  respective- 
ment par  a  et  [3  les  rangs  des  colonnes  de  la  première  et  de  la  seconde 
matrice  qui  servent  à  former  le  terme  c^. 

Exemple.  —  Conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'éciua- 
lion  du  septième  degré  ait  toutes  ses  racines  pseudo-négatives.  Soit 

/(x)  =:  «0-^'+  a^x'^-'r .  .  .-1-  a,. 

Ecrivonsy(,r)  =  ?(-'-'"')  +  x'i^{x-),  nous  aurons 


(p(x)  =r  a^x^- 


«3^-  4-  a^x  -(-  cr,  ^  Aj.r^  ■+- . 
a,x'- -\-  UkX  -\-  a^^z  BtZ-'+  . 


et,  par  suite, 


W  = 


a. 


o 


—  «0  o  o 

«3  «s  «;«,         ^3«6- 

rt,  «6  —  «o<7,     a,  a.- 


■a„fi.. 


a-, 

fl|  Oj «0^7 

-  rto«7        «1  «i «0<5t5 


et  les  conditions  pour  que  l'équation  du  septième  degré  ait  toutes  ses 


nous  avons  remplace  -r-f  par  —  dont  1  expression  est  plus  simple 
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racines  pseudo-négatives  s'énoncent 

àW  d'-R 

^>o,         -r-r>o,  ,  ,   ,  ,  >o, 

6/c;  àc\  Oc:, 

a„a,  >o,         ^„a3>o,         aoa5>o,         «„fl;>o 

-T-r  par  -p^ 
dc\  i       Jcl 

23.  Dans  l'étude  des  questions  de  stabilité  d'un  mouvement  défini 
par  une  équation  linéaire  à  coefficients  constants,  on  aura  à  exprimer 
non  seulement  qu'il  y  a  amortissement,  mais  encore  que  l'amortisse- 
ment s'effectue  avec  une  rapidité  suffisante.  En  d'autres  termes,  il  faut 
que  les  racines  de  l'équation  caractéristique 

/(x)  =  ao-r"  -r-.  .  .  +  a„=:o 

soient  de  la  forme  —  k--h'^\  —  i,  k-  étant  supérieur  à  un  nombre 
positif  donné  /.  Ce  problème  se  ramène  au  précédent,  car,  en  posant 
■v=  —  l-hz,  on  devra  écrire  que  les  racines  de  l'équation  en 
z  :/( —  l  -i-  z )  =  o  sont  pseudo-négatives.  Il  faudra  donc  remplacer, 
dans  les  équations  de  condition,  les  coefficients  a„,  a«_,,  etc.  par  les 

quantités/(-  /),  /'(-  /),  -^  ^~/\  etc. 


TROISIEME  PARTIE. 

NOTES    COMPLÉMENTAIRES. 

24.  Dans  la  seconde  Partie  de  ce  Mémoire,  nous  avons  subordonné 
la  démonstration  du  second  critérium  à  la  discussion  du  polynôme 
G(a;,j')  étudié  dans  la  première  Partie.  L'introduction  de  ce  poly- 
nôme au  début  du  Mémoire,  incontestablement  avantageuse  au  point 
de  vue  didactique,  peut  paraître  artificielle,  et  de  fait  nous  n'avons 
été  conduits  à  le  considérer  fju'après  avoir  achevé  l'étude  du  second 
critérium  et  approfondi  les  propriétés  des  formes  quadratiques  0  cl  0, . 
Il  n'est  donc  pas  hors  de  propos  d'insister  davantage  sur  la  pro|)osilion 
suivante  qui  a  été  le  point  de  départ  de  toute  cette  étude. 
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Théorème  VI.  —  La  forme  quadratique  0  associée  à  f{x)  est 
définie  posilii'e  ou  définie  négali't'e  suivanl  que  les  racines  de  f{x) 
sont  toutes  pseudo-négatives  ou  pseudo-positives. 

Ce  cas  particulier  du  pioiiiier  critérium  constitue  le  seul  emprunt 
qui  ail  été  fait  à  la  première  Partie  du  Mémoire  quand  il  s'est  agi 
d'établir  la  démonstration  du  second  critérium.  Pour  établir  ce  théo- 
rème, nous  avions  eu  primitivement  recours  à  deux  procédés  diffé- 
rents :  le  premier  fait  appel  à  la  continuité  des  racines  des  équations 
algébriques,  tandis  que  le  second  utilise  des  formules  de  récurrence 
vérifiées  par  les  formes  0  et  0,.  Nous  allons  exposer  ces  deux 
procédés. 

2o.  Premier  procédé  de  démonstration  du  théorème  VI.  —  Soit 
l'équation  à  coefficients  réels 

dont  nous  supposerons  le  coefficient  a„  constant,  les  autres  pouvant 
prendre  des  valeurs  arbitraires.  On  sait  que  les  racines  de  f{x)  =  o 
sont  des  fonctions  continues  des  coefficients  a,,  a.^,  . ..,  a.„  et  récipro- 
quement. 

Soit  Dfl  le  domaine  des  points  \a^,a.,,  ...,  a„\  tel  que  l'équation 
y(x')  =:  o  ne  possède  que  des  racines  pseudo-négatives.  Montrons  que 
ce  domaine  est  d'un  seul  tenant. 

Ecrivons  à  cet  efTet  le  tableau 


des  racines  de  deux  équationsy(.r)  =  o,f'(x)  =o  qui  n'admettent, 
par  hypothèse,  que  des  racines  pseudo-négatives.  Nous  disposerons 
en  tète  de  chaque  suite  les  couples  de  racines  imaginaires  conjuguées. 
Soient  alors 

s,,        32,         .  .  .  ,        Z^ 

des  quantités  qui  varient  à  parlir  des  valeurs  initiales  (x,,  z\,  ...,x„) 
pour  aboutir  aux  valeurs  (x',,  xl,  ..  .,x^,).  Nous  pouvons  effectuer  le 
passage  des  valeurs  initiales  aux  valeurs  finales,  de  telle  sorte  fpie  la 
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partie  réelle  de  cliaque  variable  ^  garde  un  signe  constant.  Cela  est 
évident  quand  Xp  et  x'^  sont  réels,  ou  encore  quand  x^elx-^^.,  sont 
imaginaires,  conjugués  en  même  temps  que  x'^  eta;'^^,.  Reste  à  étudier 
le  cas  où  des  racines  réelles  x  correspondent  à  des  racines  imagi- 
naires x-'  (ou  inversement).  Supposons  par  exemple  Xp  et  x^^,  réels, 
tandis  qu'on  a  x-^^,  =  a  +  p/  et  x^^,  =  a  —  [3/.  On  fera  varier  Zp 
et  Zp^^  depuis  x^,  et  x^,  jusqu'à  a,  et  ensuite  on  dédoublera  la  racine 
double  a  en  deux  racines  a  -i-  [ji  et  a  —  j3/. 

Dans  ces  transformations  continues,  les  coefficients  a^^a.^^  . .  .^a^ 
gardent  des  valeurs  réelles  et  la  chaîne  de  points  |  a,,  tZj,  . . .,  a„|  se 
trouve  entièrement  contenue  dans  le  domaine  D„,  car  les  quantités  - 
restent  conslamnieut  pseudo-négatives  comme  le  sont  les  racines  x 
et  x  . 

Le  même  raisonnement  est  applicable  à  tout  domaine  D^  tel  que 
l'équation  de  degré  n  possède  p  racines  pseudo-positives  et  («  —  />)  ra- 
cines pseudo-négatives.  Tous  ces  domaines  sont  d'un  seul  tenant. 

Mettons  en  évidence  dans/(x)  les  termes  de  même  parité 

/(  j" )  =1  o ( j;2 ) -H  X  ij/ ( a-- )  («=:2/»     ou     2m-t-i), 

et  soit  0(X,,  Xo,  . . .,  X„)  la  forme  (juadrallque  0  associée  à /"(x). 
C'est  une  fonction  à  m  variables,  et  il  résulte  du  n°  13  que  le  discri- 
minant R  de  celle  forme  est  différent  de  zéro  lorsque  toutes  les  racines 
de  /"(a;) sont  pseudo-négatives.  On  en  conclut  que,  dans  le  domaine  D^, 
toutes  les  formes  quadratiques  0  sont  des  sommes  de  m  carrés  indé- 
pendants et  comportent  le  même  nombre  m'  de  carrés  positifs.  Il 
s'agit  de  démontrer  qu'on  a  w':=  m  et,  à  cet  eflel,  il  suffira  de  vérifier 
le  théorème  pour  une  équation  parliculière  de  chaque  degré. 
Tout  d'abord,  le  théorème  est  vrai  pour  /<  =  i  et  «  =  a,  car  on  a 

/i=:l,  /(a:)  =r  «oJ;  -h  «1,  m  =  o,  0  ^  o. 

n=:z2,        /(x-)  =  a(|a;-+ a,x -t- a,,         m  =:  i ,         0  =  aoa,X;. 

Démontrons  (\ue,  si  le  théorème  est  vrai  pour//,  on  peut  former  une 
équation  particulière  de  degré  /*  + 2,  vérifiant  la  même  propriété. 
Voici  deux  solutions  de  ce  problème  : 

Pmnièrc  solution.  —  Prenons 

/'(x)=:(«x'  +  ;5x-h-/)/(x); 
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/{x)  vérifie  par  hypothèse  le  théorème  VI.  On  a 

/'(x)  =  (p'(.r-)  -f-x'y(x'')  =  (ax'-i-  [3j"  -+-y)[9(j'')  -i-.cij/(x')], 

d'où 

Q>'(x)  =  (a.i-  -(-  y)  o{a;)  -t-  (3xi{/(x), 

4/'(x)  =  (a  r-i-y)4'(^)  4- ^     ?(^)- 

Faisons  a  =  i,  y  ^  ^'  et  montrons  qu'on  peut  choisir  fi  positif  suf- 
fisamment petit  pour  que  la  forme  0'(X,,X2,  . . .,  Xm+,)  soit  dclînie 
positive. 

Remplaçant  o'  et  •];'  par  leurs  valeurs  dans  Icxpression  du  poly- 
nôme F'(x,y)  générateur  de  0',  il  vient 

F'(^,  y)  =  ^j  F(a.-,  j)  -+-  (3  o(j:)  9(  j)  +  A^^  +  Bp^+  C;3-, 

A,  B,  C  désignant  des  polynômes  en  xely,  dont  nous  n'aurons  pas 
besoin  de  connaître  l'expression.  On  a  donc  la  formule  de  récurrence 

0'(X,,  X, X,„^,)  =  9'(X,,  .  . . ,  X„,+,)  +  A'jS^H-  B'P^+  C'pS 

en  désignant  par  0'  la  forme  quadratique 

5'=0(X„X3,  ...,X„,+,)  +  pP'. 

Sans  insister  sur  les  détails  d'une  démonstration  rigoureuse,  on  se 
rend  compte  que  pour  ^  >  o  la  forme  0'  est  définie  positive  et  qu'on 
peut  choisir  j3  suflisammenl  petit  pour  que  ©ait  tous  ses  carrés  de 
même  signe  que  ceux  de  0',  à  la  seule  condition  que  les  quantités  X, , 
Xj,  . . .,  X,„^|  ne  soient  pas  toutes  nulles.  Dans  ces  conditions,  le  poly- 
nôme /'(.y)  de  degré  n  +■  2  satisfera  bien  au  théorème  VI. 

Deuxième  solution.  ~  Choisissons  a,  p,  y  ^^  telle  sorte  que 
p-  ^  '2aY  et  prenons,  par  exemple, 


\'A\   iililisanl   les    formules   de  récunence   relatives  à   c'  et    i'    on 
trouve 


V'{oc,y)  =  [-^  +  xy]V{.v,y) 


:9(-i-)?(j')-t- -[?(•'')  + 'M •^)][?(j)-t-4'(j')]' 
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d'où,  par  application  des  règles  du  calcul  syinbolicjue, 

0'(X,,  V,,  ...,X„,+,)  =  70(X,,  \„  ...,X,„) -+-0(X„  Xj, ...,  X,„^,) +-P24--Q'. 

A  "  '2  2 

La  forme  0'  est  positive  et  ne  peut  s'annuler  qu'en  faisant 
X,  :=  Xo  ^  . . .  ^  X,„^.|  =  o.  Elle  est  donc  définie  positive. 

Une  démonstration  analogue  s'applique  au  cas  où  les  racines 
de  f{x)  sont  toutes  pseudo-positives.  Il  suffit  de  changer  le  signe 
de  p.  La  forme  0  est  alors  définie  négative. 

La  proposition  qui  fait  l'objet  du  théorème  VI  est  donc  établie;  et 
comme  ce  résultat  était  le  seul  dont  nous  ayons  tiré  parti  dans  la 
démonstration  du  théorème  V,  n"  18,  cette  démonstration  est  rendue 
indépendante  du  premier  critérium. 

26.  Montrons  à  présent  que,  inversement,  le  premier  critérium  est 
un  corollaire  immédiat  du  théorème  V  : 

Soit  f{x)  =  o  une  équation  n'ayant  pas  de  racine  commune  avec 
/(—  x)  =  o.  Considérons  les  deux  équations 

et  désignons  par  0  et  0,  les  formes  quadratiques  0  associées  à  /(x) 
et  f,(x).  Ces  équations  jouissent  toutes  deux  de  la  propriété  de 
n'admettre  aucun  groupe  de  racines  ayant  pour  expression 
±a  ou  rha  ±:  [3j  (a  :^  o).  On  peut  donc  leur  appliquer  le  théo- 
rème V,  et  comme  les  racines  réelles  de  rang  impair  de  f(x)  sont 
racines  de  rang  pair  de  /,  (a;),  on  en  conclut  que  les  carrés  positifs  et 
négatifs  de  la  forme  quadratique 

0(X„X„...,X„,)-+-0,(V,.Y„...) 

sont  respectivement  en  même  nombre  que  les  racines  pseudo-positives 
et  pseudo-négatives  de  /(x). 

Cette  proposition  comprend  comme  cas  particulier  le  premier 
critérium. 

Telle  est  la  marche  ([ui  a  été  cITcctivemenl  suivie  dans  l'étude  des 
propriétés  des  formes  (piadraliques  0,  0,  et  T.  Quant  à  l'idée  d'intro- 
duire des  formes  quadratiques,  elle  a  été  suggérée  par  la  remarque 

Journ.  de    Matli.  (6-  série),  lonie  X.  —    Fasc.  IV,  11J14.  43 
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suivante,  énoncée  dans  un  précédent  travail  ('):  Soil  D  le  résultant 
de  Sylvester,  relatif  aux  polynômes  o(a;)  et  ^{/(a;)  (-).  Pour  les  cinq 
premiers  degrés  il  a  été  vérifié  que,  pour  ao]>  O)  'e  déterminant  D  et 
tous  ses  mineurs  sont  positifs  lorsque  les  racines  de  /=  o  sont  toutes 
pseudo-négatives  ('). 

Or,  le  discriminant  d'une  forme  quadratique  positive  a  aussi  tons 
ses  mineurs  symétriques  positifs,  et  ce  rapprochement  de  propriétés 
a  suggéré  l'idée  d'introduire  dans  la  question  les  formes  quadratiques. 
En  substituant  au  résultant  de  Sylvester  le  résultant  de  Bezout,  de 
mîinière  à  avoir  un  déterminant  symétrique,  nous  avons  été  conduits 
à  étudier  la  forme  quadratique  0.  Nous  venons  de  voir  comment  s'est 
imposée  l'introduction  de  la  forme  0,  et  enfin  de  la  forme  T. 

Ayant  reconnu  l'intérêt  de  cette  forme  quadratique 

T  =  0(X,,X„  ...,X„,)^-0,(Y,.Yo ), 

la  question  s'est  posée  de  trouver  le  polynôme  générateur  G(x,y)  de 
cette  forme  T.  Le  problème  comporte  autant  de  solutions  qu'on  peut 
établir  de  lois  de  correspondance  entre  les  suites 


et 


On  a  fait  ch 


X,,     X„     ...,     \„,; 

Y 

Z,.     Z,.      ... 

.     Z, 

)ix  de  la  solution 

X,=:Z,,             X,=rZ.,. 

Y,  =  Z,,             Y,=:Z3, 

...  1 

x„,  =  z,„ 


qui  conduit,  pour  le  polynôme  générateur,  à  la  forme  simple 


G(x, y)  —  xy  F (j:--,  j°)  -h  F,(x-, y-) 


2{x  -^y) 


Ainsi  se  trouve  justifiée  l'introduction,  au  début  de  la  théorie,  du 
poiytjome  G  qui  vérifie  les  formules  de  récurrence  (3)  et  (4)  données 
au  n°  8. 


(')  L\ÈSAnD,  Journal  de  MalliéinaUques  spéciales,  mai  1911. 
(2)   Pour  la  définilion  de  ce  résultant,  se  reporter  au  n"  -ii). 
(^)  On  suppose,  dans  cet  énoncé,  que  «o  ^sl  positif. 
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27.  Second  procédé  de  démonstration  du  théorème  VI.  —  Il 
consiste  à  utiliser  des  formules  de  mulliplicalion  auxquelles  satisfont 
les  polynômes  F  et  F,  et  qui  s'établissent  comme  celles  relatives  aux 
polynômes  G. 

Soient  les  polynômes 

/(^)  -/'{x)f'{x)  =  ^{X')  +  x'b(x^), 
f'{x    =  o'(x-) -l-a;ii'(a.--),         f" {x)  =zo" {x"-) -^  x<^"{x-). 

f^'identification  donne 

'j(x)  r^-  o' {x)  o" [x]  +  x<^\x)'h" {-v).  <\i{x)  ^  (o' {x)'ij'' {x)  -^  <?"('ï')  4''(''^)- 

Désignons  par  F,  F',  F"  les  polynômes  F  associés  à  /•,/',/"'■, 
par  F,,  F',,  F'^  les  polynômes  F,  associés  'Af,f\f'\  autrement  dit  les 
polynômes  F  associés  à/,  =  xf,f\  =  xf,  f'\  =  xf". 

Calculons  F  et  F,  : 


F(^,J) 


y  —  X 

I  ?'(/)?"(/) -H7  4''(r)^"(.y)   9'(j)4'"(/) +  ?"(/)!'( j)  I 

I  <^'{x)  <if" {x)-\- x'i^' {x)<i^''{x)     (ù' {x)  Y {^)  +  ^" {^) '^' {^)  I 

~  y  —  x 

=  9"(^)9"(y)F'(^,j)  +  <B'(^)ç/(j)F"(.r,7) 

+  ^j;" {x)^"{y)  F;  ( j.-, y)  -i-  J;' {x)  ^' ( y)  F'j  (x,  .v) . 
De  même  : 

Fi("f./)  =  9"('î--)  9"(r)  F'i  («7/)  +  ?'(■*■)  ?'(/)  F';  (-3^,  J) 

^xy\"{x)  |"(j-)  F'(«,  j)  +  xy^'{x)  d;'(j)  F"(a;,y). 
Posons 

o'  (.r)  =  Â-iH-  AjU-  +. . .,         ?"(-^)  =  C,  +  Cj.r  -t-. . ., 
iL' (a:)  =  B,  +  H,  .».■  +  ...,         f  (a;)  =  D,  -f-  ]J,x  +  . . . , 

et  désignons  par  0,  0',  0";  0,,  0,,  0°,  les  formes  qui  admettent  F, 
F',  F";  F,,  F',,  F",  comme  polynômes  générateurs.  L'application  du 
calcul  symbolique  défini  aux  n°*  6,  7  conduit  aux  formules 

0{Xi,X2,  ■••)=  0'  (C,X,H-C,X2  +  ...,  C,  X,+  C.,X:,-i-...) 
+  0"  (A,X,  +  A„Xo-t-...,  A,Xî+ A5X,  +  ...) 
-h©;  (D,X,-4-D,X,-i-...,  D,X,-t-l>.,X,  +  ...) 
-h  0';  (B,  X,  +  B,  X„  -H . . . ,  B,  Xj+  B,  X3  -H. . .) 
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el 

0,(Y,.Yj,  ...)=  0;(C,Y,+aY,-l-....  r.,y,4-C,Y,-h...) 
-i-0;(A,Y,4-AjY,  +  ...,  .\,Y,-hA,Y3-i-...) 
-1-0'  (D,Y»-i-D.Y3-f-.  .,  D,  Y3  H- DjYi -+-...) 
-r-0'(B,Y,-uB,Y3-i-...,  B,Y3-+-B,Y;  -H...)- 

Ces  formules  fournissent  un  nouveau  procédé  de  démonstration  du 
théorème  VI,  indépendant  de  toute  considération  relative  à  la  conti- 
nuité des  racines.  A  cet  effet,  nous  allons  montrer  que,  si  Féqua- 
tion  /  =  o  a  toutes  ses  racines  pseudo-négalives,  les  formes  0  et  0, 
associées  à  /"sont  définies  positives. 

En  effet,  nous  avons  déjà  vu  que,  dans  celte  hypothèse,  le  discri- 
minant de  0  est  différent  de  zéro.  Il  en  est  de  même  pour  0,,  car 
l'équation  f,  —  xf(x)  =  o  n'a  qu'une  racine  nulle  et  partage  avec 
/=o  la  propriété  de  ne  pas  admettre  de  groupe  de  racines  x',  x" 
telles  que  x'  -\-  x"  =^  o. 

D'autre  part,  les  formules  précédentes  montrent  avec  évidence  que, 
si  le  théorème  est  vrai  pour/'  et  /",  il  est  vrai  pour  le  polynôme 
f  =/'/".  11  suffit  donc  de  le  vérifier  pour  les  deux  premiers  degrés, 
ce  qui  se  fait  immédiatement  en  se  reportant  aux  valeurs  données 
au  n°  12. 

2S.  Sur  la  condition  R  >  o.  —  Les  développements  qui  précèdent 
ont  mis  en  évidence  la  supériorité  du  second  critérium  au  point  de 
vue  de  la  simplicité,  la  moitié  des  conditions  que  donne  ce  critérium 
se  réduisant  à  la  forme  simple  agCi^'^o.  Peut-on  aller  plus  loin  dans 
la  voie  de  la  simplification?  A  cet  égard,  nous  allons  montrer  que  la 
condition  de  degré  le  plus  élevé,  à  savoir 

B>o, 

est  irréductible  et  ne  peut  être  remplacée  par  aucune  autre  de  degré 
inférieur. 

Soit  l'équation  générale 

/{a;)  ^  Ooic"  -h  OiX"-*  -h.  .  .-1-  rt„=  o, 

dans  laquelle  n,^  est  supposé  constant.  Nous  considérerons,  pour  la 
commodilé  du  langage,  les  coefficients  a,,  a.,,  . . .,  a„  comme  les  coor- 
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données  d'un  point  M  d'un  liyperespace  à  n  dimensions,  et  nous 
donnerons  les  noms  de  surfaces  et  de  lignes  à  des  multiplicités  à  (n  —  i) 
et  (rt  —  2)  dimensions. 

Soient  D„,  D,,  ...,  D^,,  ....  D„  les  régions  de  l'hyperespace  où 
l'équation  f(x)  =  o  admet  o,  i,  ...,  /;,  ...,  n  racines  pseudo- 
positives. Nous  avons  démontré  précédemment  que  ces  régions  sont 
d'un  seul  tenant.  Cherchons  à  présent  les  équations  des  surfaces  qui 
séparent  ces  (n  -+- 1)  régions. 

Lorsqu'on  modifie  les  racines  d'une  façon  continue,  les  coeffi- 
cients a,,  Oo,  . . . ,  n„  varient  d'une  façon  continue  et  réciproquement. 
Le  point  figuratif  M(a,,  a.,,  . ..,  a,,)  d'une  équation /"(a;)  =;  o  ne  peut 
donc  passer  d'une  région  à  une  autre  sans  qu'une  racine  réelle  s'an- 
nule ou  qu'une  racine  imaginaire  devienne  purem.ent  imaginaire. 
Etudions  successivement  ces  deux  cas  : 

1°  Lorsqu'une  racine  s'annule,  il  vient  o„=  o;  et  réciproquement, 
si  a„  passe  du  positif  au  négatif,  le  nombre  de  racines  positives  change 
de  parité.  La  totalité  du  plan  a„  :=  o  forme  donc  limite  de  ré- 
gions Do,  D,,  . .  .,  D„. 

2°  Lorsqu'une  racine  devient  purement  imaginaire,  on  a 

/(^)  =  (x=H-(3^)/'(x). 
Posant 

f{x)  =  o{x-)  -h  j:<]^(j;-),         /'(x)  =:  o'(x*)  -I-  o:  i}/'(vC-), 

on  en  conclut 

o(x)  =  {a;  +  P^)  o'{x),         ^{x)  =  (.r  -1-  (S^)  |'(.r), 

et,  par  conséquent,  les  équations  ç=o,  'j/ =  o  ont  une  racine  com- 
mune. Elles  n'en  ont  qu'une  seule  si /(a;)  n'admet  pas  d'autre  groupe 
de  racines   purement  imaginaires   ou    telles   que   x'-hx"=o.   Cela 
entraîne 
(.)  B=«,         l^^o. 

Mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie.  Tout  point  de  la  surface  R  =  o 
vérifiant  —^  ^  o  n'est  pas  nécessairement  limite  de  régions  D^  et  D^; 
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en  elîet,  les  conditions  (i)  entraînent 

'j{x)  —  {j--\.y)o'{.r),         (l/(a-)  =  (A-H-y)J>'(x), 

o'  et  -y  n'ay^n'^  P'is  de  racine  commune.  Il  en  résulte  que  y  est  réel, 
mais  cette  quantité  réelle  peut  être  positive,  nulle  ou  négative,  et  il 
correspond  aux  valeurs  négatives  de  y  une  certaine  nappe  Z  de  la  sur- 
face R  =  G,  laquelle  nappe  n'est  pas  limite  séparative  des  régions  D. 
Désignons  par  S  le  reste  de  la  surface  R,  c'est-à-dire  la  nappe  y^o. 
Tout  point  de  cette  nappe  forme  limite  séparative,  car  aux  environs 
de  ce  point  l'équation  y(a;)  =  o  admettra  deux  racines  infiniment 
voisines  de  v^  — Y)  c'est-à-dire  telles  que 

£  ±  (  r  -I-  -fl  )  y/— y , 

avec  t  et  y]  infiniment  petits  et  de  signes  quelconques.  Le  point  M  pas- 
sera donc  d'une  région  D^,  à  une  région  conliguë  D^  lorsque  i  passera 
du  positif  au  négatif. 

Enfin,  si  l'on  a  R  =  o,  y-j-  ==  o,  tous  les  mineurs  du  premier  ordre 
de  R  sont  nuls  et,  par  suite,  il  en  est  de  même  pour  les  dérivées 
partielles 

da,        âffi  da,i 

Le  point  M  est  un  point  multiple  de  la  surface  R  ^  o.  Des  points 
de  cette  nature  forment  des  lignes  singulières  dont  il  n'est  pas  néces- 
saire d'étudier  ici  les  propriétés.  11  nous  suffit  de  remarquer  que  ni  la 
nappe  2,  ni  les  lignes  singulières  ne  peuvent  pénétrer  dans  les 
régions  Do  et  D„,  car,  dans  ces  régions,  l'équation  f(x)  =  o  n'admet 
pas  de  racine  commune  avecy(—  x)  =  o,  et  par  suite  o  ^  o  et  'j/  =  o 
n'ont  pas  de  racine  commune. 

Etudions  à  présent  la  forme  quadratique  0.  Son  discriminant  est 
égal  à  R  et  elle  contient  m  variables  en  désignant  par  2  m  ou  2  m  -h  i 
le  degré  de  f(x).  Pour  R  :^  o,  la  forme  0  est  décomposable  en  m 
carrés  indépendants;  pour  R  =  o,  y-p  ^  o,  un  carré  s'annule  et  par 
conséquent  la  surface  R(a,,  a^,  ...,a„)  =  o  divise  l'espace  en  m -+-  i 
régions  auxquelles  correspondent  o,  i ,  2, . . . ,  m  carrés  positifs  pour  0. 
A  ce  nouveau  point  de  vue,  les  nappes  S  et  2  de  la  surface  R  inter- 
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viennent  en  totalité  comme  limites  de  régions,  tandis  que  le  plan 
a„  =  o  n'intervient  pas.  On  se  rend  compte  à  présent  aue  la  surface 
1  =  o  doit  figurer  comme  un  lieu  de  points  pour  lesquels  les  règles 
générales  tombent  en  défaut,  et  l'on  se  rend  compte  en  même  temps 
de  la  raison  pour  laquelle  la  condition  R>o  est  irréductible  :  la 
région  D„,  où  doit  se  trouver  le  point  figuratif  M(a,,a„,  ...,a„) 
lorsque  toutes  les  racines  sont  pseudo-négatives,  est  limitée  par  les 
surfaces 

Les  deux  conditions  aoa„  >  o  et  R  >  o  seraient  donc  suffisantes  si 
le  plan  a„  et  la  surface  R  ne  se  coupaient  plusieurs  fois  en  divisant 
l'espace  en  plusieurs  régions  D^,  D',  D",  ...;  et  c'est  pour  fixer  le 
choix  de  la  région  D,,  qu'interviennent  les  «  —  2  conditions  addition- 
nelles données  par  les  deux  critères. 

Précisons  ces  considérations  par  un  exemple  : 

Soit  la  leniniscate 

qui,  jointe  à  l'axe  des  x,  divise  le  plan  en  six  régions  A,  B,  C,  D, 
E,F. 

E 


Pour  exprimer  que  le  point  (x,  y)  se  trouve  dans  la  région  E,  il 
suffit  des  deux  inégalités 

/i^,y)>o      (r>o). 

S'agit-il  au  contraire  d'exprimer  que  ce  point  se  trouve  dans  la 
région  A,  il  faut  écrire  trois  inégalités,  savoir  : 

1°  Les  deux  inégalités 

/(^,J)<"        (j>o). 

qui  sont  vérifiées  par  les  deux  régions  A  et  B. 
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2°  Une  dernière  condition  qui  sera,  par  exemple,  x>o,  mais  qui 
pourrait  tout  aussi  bien  s'écrire  x  +  y  >  o  ou  aj;  —  y-  >  o  et  d'une 
façon  générale  çi(a;,  y)>-o,  la  courbe  0  =  0  devant  seulement  être 
choisie  de  telle  sorte  qu'elle  ne  pénètre  pas  dans  les  régions  A  et  B  et 
qu'elle  laisse  ces  deux  régions  de  part  et  d'autre. 

Mais,  quelle  que  soit  la  troisième  condition,  les  deux  premières  sont 
irréductibles. 


QUATRIEME  PARTIE. 

COMF'ARAISOX    AVEC    LA    MÉTUODE    Ul£    IlOUTU. 

29.  Commençons  par  énoncer  les  relations  qui  existent  entre  les 
résultants  R,  R,  de  Bezout  et  le  résultant  D  que  fournit  la  méthode 
de  Sylvester  appliquée  aux  deux  polynômes  o  et  'j/.  Pour  ne  pas 
grossir  démesurément  le  texte  de  ce  travail,  nous  nous  bornerons  à  de 
brèves  indications. 

Soit  l'équation  ' 

En  rangeant  dans  un  ordre  convenable  les  lignes  du  résultant  de 
Sylvester,  on  peut  mettre  ce  résultant  sous  la  forme 


D  = 


«0        ^J        ^^4 

O      a,     a-. 


Le  déterminant  D  est  d'ordre  «  —  1  et  sa  diagonale  principale  est 
égale  à  a,,  a.,,  ...,  a„_,.  Nous  désignerons  par  d^,  le  mineur  constitué 
par  les/j  |)remières  lignes  et  colonnes  de  D.  On  aura  donc  A„_,  =D, 
puisque  D  est  d'ordre  n  —  1. 
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Par  analogie  nous  désignerons  par  i„  le  déterminant 


A„: 


On  a  évidemment  A„  =  a„D.  Le  déterminant  \„  n'est  autre  que  le 
résultant  de  Sylvester  relatif  aux  polynômes  o,  (.r)  et  ■•^,(x';  définis  par 
l'identité 

Distinguons  deux  cas  suivant  la  parité  de  n: 
1°  «  =  2  m  4-  I .  On  a  les  formules 
dR       .  â'R 


R  =  D  =  A„_,, 


dc[ 


âc\  de 


ô  ==  A„_5, 


'R 


dcl...dcZz\ 


A,. 


Pour  ne  pas  compliquer  l'écriture,  esquissons  la  démonstration 
dans  le  cas  particulier  n  =  7,  (m  =  3). 
On  a 


Ci 

«3 

rtj 

«7 

«0 

«2 

«i 

«c 

0 

". 

«3 

«5 

0 

«0 

«2 

•^i 

0 

0 

rt| 

«3 

0 

0 

«0 

«2 

Multiplions  D  par  le  déterminant  a  (') 


H-  = 


I 

0 

0 

—  "0 

0 

0 

0 

«1 

0 

1 

—  «0 

—  Ct 

0 

0 

«1 

«3 

(')  Cf.  les  expressions  de  D  et  p.  avec  celles  des  matrices  du  n"  22  dont  le 
produit  donne  le  résultant  R  de  Bezout. 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  lorne  X.  —  Kasc.  IV,  1914-  44 
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Effectuons  l'opération  par  colonnes  verticales  : 


f^Aj 


rt]  o  o  o  o  o 

«3  rtl  o  o  o  o 

f75  flj  f7|  o  O  O 

a^  ff-  03  (7, a, —  «0^3  ^l'ï; — o^a^  (i\C(, —  (laOn 


c'est-à-dire 


«ÎA, 


«3    «1 


«3«6—  «S'^T 


X  R  =  fl?  R 


CTs^j fliOv 


L'égalité  Al  =  -p-  se  démontrerait  de  même  en  supprimant:  dans  A„ 

les  deux  dernières  lignes  elles  deux  dernières  colonnes;  dans  li.,  les 
deux  premières  lignes,  la  première  et  la  dernière  colonne,  et  ainsi  de 
suite.  La  démonstration  est  générale. 
2°  «  z=  o  fn.  On  a  les  formules 


R=«oA„- 


<Jm-lR 


dc\ . . .  de" 


-  =  «oA,. 


Enfin  le  second  résultant  R,  de  Bezoul  vérifie  des  relations  ana- 
logues, à  savoir  : 

1°  Pour  n  =  2m  +  i,  la  suite  formée  par  R,  et  ses  dérivées  succes- 
sives par  rapport  aux  éléments  de  la  diagonale  principale  s'écrit  : 

rtoA,,,        «oA„-2,         ■      -,        «oAi.         I. 

2°  Pour  n  =  -2.  m,  cette  suite  devient 

A„,     A„_,,     ....     A„     I. 

Rapprochant  ces  résultats,  nous  voyons  que  les  deux  suites  formées 
par  les  dérivées  successives  de  R  et  de  R,  ^'écrivent: 


(0 


A„        A„*f^Ae, 

«oAi,        I2(,A3,        «oAs, 
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Les  derniers  termes  de  ces  deux  suites  sont  A„et  aoA„_,  quand  n  est 
pair,  et  A„_,  et  a^\„  quand  n  est  impair. 

50.  Ce  sont  ces  relations  qui  vont  permettre  de  ramener  les  résul- 
tats obtenus  par  Routh  aux  propositions  démontrées  dans  la  première 
Partie.  Pour  abréger,  bornons-nous  au  cas  où  toutes  les  quantités  A,, 
Ao,  ...,  A„sont  différentes  de  zéro.  Dans  ce  cas,  les  suites  (i)  sont 
complètes,  les  formes  quadratiques  0  et  0,  possèdent  le  nombre  maxi- 
mum de  carrés  indépendants  et  les  carrés  positifs  et  négatifs  de  0 
et  de  0,  sont  respectivement  en  même  nombre  que  les  permanences  et 
les  variations  des  deux  suites  (i). 

Transformons  cet  énoncé;  deux  nombres  a,  ^  forment  une  perma- 
nence ou  une  variation  suivant  que  leur  produit  a^  est  positif  ou 
négatif.  Donc  le  nombre  total  des  permanences  (variations)  des  deux 
suites  est  égal  au  nombre  de  termes  positifs  (négatifs)  des  deux 
suites 

A;,,  A,A;,  A;Ae,  -.., 

fitoA,,     al^^^^,     «^AjAj,     ..., 
c'est-à-dire  au  nombre  de  termes  positifs  (négatifs)  de  la  suite  unique 

«oA,,     A2,     A,A3,     A, A;.     A3A5,     ...,     A„_2A„. 

Ce  nombre  est  d'autre  part  égal,  pour  une  raison  analogue  à  celle 

donnée  ci-dessus,   au   nombre    de    permanences  (variations)  de   la 

suite 

A        A,       A,       Ai  A„_,         A„ 

^'^  ""'  ^"  t'  â;'  â;'  •••'  Âz:'  Â;;r,- 

En  résumé,  l'énoncé  du  théorème  11  (n"  10)  peut  être  mis  sous  la 
forme  suivante  :  ^ 

Théorème  lia.  —  Lorsque  tous  les  A  sont  différents  de  zéro,  le 
nombre  de  racines  pseudo-négatives  (pseudo-positives)  d'une  équa- 
tion algébrique  à  coefficients  réels  est  égal  au  nombre  de  perma- 
nences (variations)  de  la  suite 

,       A,      A3  A„_,       _A^ 

«0,     ^u     ^'     j^^.     ■••'     _^^__^'     _^^    _• 
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On  remarquera  qu'on  a 

Al  —  «M  T =«/.• 

51.  Méthode  de.Roulh.—  Par  application  du  théorème  de  Cauchy 
le  nombre  de  racines  pseudo-négatives  d'une  équation 

/,  z)-f{x-^y  s/'=T)  =  «„  c"  +  a,  î"-'  +  ...+  «„  =  o 

est  égal  à  la  valeur  de  l'iuLéi>;rale 


évaluée  le  long  d'un  contour  formé  par  l'axe  des  /  et  par  une  demi- 
circonférence  de  rayon  infini  situé  du  côté  des  x-  négatifs. 
Désignons  par/o(j')  et/,(jK)  les  deux  polynômes 

/i  (y)  =  «-1  j"~'  —  «3  j""'  +  ■  •  •  • 

[Ces  deux  polynômes  sont  en  valeur  absolue  égaux  respectivement  à 
m(  — ^^)  etj'i}/(  — ^-)  ou  inversement.) 

Nous  obtiendrons  pour  valeur  prise  par/(3)  en  un  point  de  l'axe 

O7: 

/(.-)  =/(  rO  =  t« [/„ (  r )  -  if, ( j) ]  =  '■" P  e''- 

L'intégrale  étendue  à  l'axe  Oy  a  donc  pour  valeur 

—  A9. 
27: 

A'^  est  la  variation  de  l'argument  '^  lorsque  y  varie  de  —  oc 
à  +  y.. 

Pour  calculer  Ao,  il  est  nécessaire  de  connaître  l'ordre  dans  lequel 
se  succèdent  les  racines  des  deux  équations /„(■»')  =  oet/,(/)=  o,  et 
à  cet  elï'el  Iloutli  effectue  sur  les  polynômes/;,  et  /,  les  opérations  de 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  et  parvient  au  résultat 
suivant  • 
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Théorème  de  Routh.  —  Soit 

/o     =/t     Q,     -U 
A     =/,    %    -A, 


fn-r  =  A-,Qu-.-/n, 


l'algorithme  du  plus  grand  commun  diviseur;  le  nombre  des  racines 
pseudo-négatives  (pseudo-positives)  de  f{x)  est  égal  au  nombre  des 
permanences  (variations)  de  la  suite  formée  par  les  coefficients  des 
termes  de  plus  haut  degré  eny  dans  les  polynômes  f^,  f^,  ■••■,  fn- 

32.  Comparaison  entre  le  théorème  de  Routh  et  le  théorème  II  a. 
—  L'identité  de  renoncé  du  théorème  II  a  avec  le  théorème  de  Routli 
va  résulter  de  la  démonstration  du  théorème  suivant  : 

Les  coefficients  de  Routh  sont  respectivement  égaux  aux  termes 
de  la  suite  (2). 

Pour  faciliter  la  démonstration  nous  allons  modifier  les  notations  et 
écrire 

/o(y)  =  «Sr     -a\y—-^+aly"-'-^..., 

Nous  avons  ajouté  un  second  indice  o  aux  coefficients  de  f^  et  un 
indice  i  aux  coefficients  dey,.  De  même  nous  poserons 

/2(  J)  =  «j/""' -  «'; y""' +  •  •  • . 
A{y)  =  a\y''-^—a\y"-'  +  ..., 


Effectuons  les  opérations  de  la  recherche  du  plus  grand  commun 
diviseur,  il  vient 

/o(7)  =  fj.>/,(r) -/=(/), 

ce  qui  fournit  les  formules  d'identification 

n"  a"  a" 

"2  "2  „l        3'  '  ■•  /,!         5'  "2P "ip  „l"3P+f 
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Considérons  maintenanl  le  déterminant  A„ 


A«  = 


On  m-  modifie  pas  la  valeur  de  A„  en  ajoutant  aux  éléments  de  cha- 
cune des  lignes  de  rang  pair  les  éléments  de  la  ligne  de  rang  impair 

qui  la  précède  immédiatement,  multipliés  par ^,  et  cette  transfor- 

■  ^1 
mation  n'altère  pas  non  plus  la  valeur  des  mineurs  A,,  Ao,  ...,  A„_,. 
Or,  après  cette  modification,  les  éléments  d'une  ligne  de  rang  pair 
deviennent 

o,     al,     al,     al,      .... 

De  là  résulte  la  formule 

ni     a:     a:      ...    \ 


Le  nouveau  déterminant  est  formé  avec  les  coefficients  de  f,  et  y, 
de  la  même  manière  que  A„  était  formé  avec  ceux  de  _/„  et  /, .  Nous 
pourrons  edectuer  sur  ce  nouveau  déterminant  une  transformation 
analogue  qui  mettra  en  évidence  le  facteur  a'„  multiplié  par  une  fonc- 
tion des  coefficients  dey,  et  /j,  etc.  De  proche  en  proche  nous  arri- 
vons ainsi  à  la  relation 

A„=:  aj  a^  flj  .  . .  a'^. 

Pareillement,   la   transformation  s'appliquera  aux  mineurs  A^,   et 

conduira  à  la  formule 

^.,=  a\al...a';.. 


De  ces  formules  résultent  les  égalités 


A„ 


A>' 


A., 


A„ 
A„-, 


ce  nui  démontre  le  théorème. 


A  la  vérité,  Pionlli  coudiiil  les  calculs  de  la  lecherchi' du  plus  ^rand 
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commun  diviseur  d'une  manière  un  peu  différente  de  celle  que  nous 
venons  d'indiquer  pour  les  besoins  de  Fidentification.  A  chaque  divi- 
sion, Routh  introduit  un  facteur  positif  choisi  de  manière  à  éviter  les 
coefficients  fractionnaires.  Les  calculs  sont  ainsi  simplifiés  tant  qu'il 
s'agit  d'équations  numériques,  mais  cet  avantage  disparaît  dans  le  cas 
des  équations  littérales. 

La  série  des  restes/»,  /j,  ...,/„  est  complète  lorsque  les  quantités  A 
sont  toutes  diflérentes  de  zéro.  Dans  le  cas  contraire,  la  série  pourra 
comprendre  moins  de  n  —  i  termes,  soit  parce  que  /„  et  /,  auront  un 
plus  grand  commun  diviseur,  soit  parce  que  le  degré  des  restes 
s'abaissera  de  plus  d'une  unité  à  chaque  opération.  Nous  renverrons 
au  Mémoire  de  Routh  pour  l'examen  des  modifications  à  apporter  à  la 
méthode  lorsque  ces  circonstances  se  produisent.  C'est  surtout  dans 
ces  cas  que  se  manifeste  la  supériorité  de  la  méthode  de  Routh 
appliquée  aux  équations  numériques. 

55.  Correspondance  de  nos  résultats  et  de  ceux  d'Hermile.    — 

Soient  F(3)^o  une  équation  à  coefficients  imaginaires,  F^  (:;)  le 
polynôme  obtenu  en  changeant  i  en  —  i  dans  tous  les  coefficients 
de  F(-).  Hermite  considère  le  polynôme  réel  symétrique  en  z  et  z' 

\\{z',z)=      yF(=')t%(")-F(")Fo(") 

et  démontre  que  la  décomposition  en  carrés  de  la  forme  quadratique 
associée  donne  les  signes  des  coefficients  de  i  des  racines  de  F  {z). 

Soit  f{x)^=o{x-)-\-x'\i{x^)^=o  une  équation  à  coefficients 
réels.  Pour  appliquer  le  théorème  d'Hermite  à  la  détermination  du 
signe  de  la  partie  réelle  des  racines  de  f{x),  il  suffit  de  considérer 
l'équation 

F(^)  =/(-  '■-  )  =  9(-  z')-iz^(-  -=)  =  o, 

car  les  racines  /(—  iz)  sont  celles  de  ./(■'/')  multipliées  par  i.  On 
trouve  alors,  tous  calculs  faits,  pour  la  fonction  H  (s',  z)  correspon- 
dant 
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que  nous  écrirons,  en  multipliant  haut  et  bas,  par  z'  -+-  z, 

2  ~  z'-'—Z^ 

Comparons  à  la  fonction  G  ^^  j7,  y) 

^(^•^y^  = j(^T7) ^Tj 

Multipliant  haut  et  bas  par  x  —y,  on  peut  encore  écrire 

—  Y-  é  (.)-')  9  (x-)  +  xy  [^  (y'-)  9  (x^)  —  vj/  jx^)  9  (y-)]  +  x-  4.  (.z-^)  0  (  >■')  ^ 

II / _/    „\ 
On  passe  de  l'expression  de  G(x,  y)  à  celle  |de   —  ■ — ^^-^-^  en  chan- 
geant pour  les  puissances  paires  de  x,  x-p  en  (—  z'Y  et  pour  les  puis- 
sances impaires,  a;*^"^'  en  z{—  z'-y,  et  de  même  pour/  et  z'.  On 
passera  donc  de  la  forme  T(/,,  Z^,  ...)  associée  à  G  (x,  y)  à  la  forme 

1        •  •.      .  \\(z',z)'  i 

quadratique  associée  a en  changeant 

Z,,        Z,,  Z,.  Z;,        Z„        Z5,  Z;,         ... 

en 

Z,,     Z,,     -Z3,     -Zi,     Z,,     Zj,     —  Z„     .... 

Le  changement  de  signe  de  quelques  variables  n'ayant  pas  d'in- 
fluence sur  la  décomposition  en  carrés,  la  correspondance  des  résultats 
est  établie. 

La  règle  de  correspondance  donnée  ci-dessus  entre  les  x  el  z  ou  entre 
les  y  et  z'  peut  du  reste  se  justifier  en  faisant  les  remarques  suivantes  : 

I"  L'application  de  cette  règle  de  correspondance  séparément  aux 

numérateurs  et  aux  dénominateurs  de et  de   G  permute  les 

numérateurs  l'un  dans  l'autre  et  de  même  pour  les  dénominateurs. 

2°  Il  revient  au  même  d'cfl'ectuer  la  modification  séparément  sur  le 
numérateur  et  le  dénominateur  ou  de  l'opérer  sur  le  quotient  Q  après 
division  efl'ectuée.  Cela  tient  à  ce  que  le  dénominateur  x^  —  y^  ne 
contient  que  des  puissances  paires  de  x  et  dey  et  qu'en  multipliant  Q 
pav  x"  —  y- ,  les  exposants  de  .r  et  jk  gai'dent  l'un  el  l'autre  la  même 
parité. 
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Le  problème  général  de   V Électrodynaniique 
pour  un   système  de  corps  immobiles; 

Par  Pierre   DDHEM. 


Il  y  a  quelque  temps,  nous  avons  donné  un  Mémoire  destiné  à 
examiner  et  à  éclaircir  certains  paradoxes  qui  s'étaient  rencontrés 
dans  l'étude  des  corps  diauiagnétiques  (').  Dans  ce  Mémoire,  nous 
avons  été  conduits  à  établir  la  stabilité  ou  l'instabilité  de  certains 
états  d'équilibre  électrique  ou  magnétique. 

Les  méthodes  qui  nous  ont  permis  d'obtenir  ces  résultats  offraient 
un  assez  grave  inconvénient;  développées  pour  le  cas  où  le  système 
étudié  contient  un  seul  corps  homogène,  elles  ne  paraissaient  pas 
susceptibles  de  s'étendre  aux  systèmes  composés  de  plusieurs  corps  de 
nature  différente. 

Pour  remédier  à  cet  inconvénient,  nous  avons  tenté  d  aborder  dun 
autre  biais  des  questions  analogues  à  celles  qui  se  trouvaient  traitées 
dans  notre  précédent  Mémoire.  La  méthode  suivie  dans  le  présent 
travail  consiste  à  tracer,  en  quelque  sorte,  la  voie  qu'il  conviendrait 
de  suivre  si  l'on  voulait  résoudre  d'une  manière  effective  le  problème 
général  de  l'Electrodynamique,  tel  que  la  théorie  de  H.  von  Helmhoitz 
le  pose  pour  un  système  de  corps  immobiles. 

Nous  montrons  comment  la  solution  de  ce  problème  se  ramène  à  la 
détermination  de  quatre  fonctions,  la  fonction  potentielle  électrosta- 
tique et  les  trois  fonctions  de  Helmhoitz.  La  détermination  de  la  fonc- 
tion potentielle  électrostatique  dépend  de  l'intégration  d'une  équation 

(').S///'  la  dianiagiiélisnie  {Journal  de  Matkcmali'jucs,  6"  >éiie,  l.  1\, 
igio.  |i.  89). 

Journ.  de  Malh.  (0"  série),  Luiiie  .\.  —  Kiisc.  IV,   i(ji4.  4^ 
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aux  dérivées  partielles  qui,  selon  les  circonstances,  peut  être  du 
second  ordre  ou  du  troisième  ordre.  I^a  fonction  potentielle  électro- 
statique une  fois  déterminée,  la  détermination  de  chacune  des  fonc- 
tions de  Helmliollz  résulte  de  l'intégration  dune  équation  aux  dérivées 
partielles  du  second  ordre. 

Pour  chacun  de  ces  problèmes,  et  dans  chacun  des  cas  qu'il  peut 
présenter,  nous  examinons  les  questions  de  déterniinalion  et  de 
stabilité. 

CHAPITRE  PREMIER. 

PRÉLIMINAIRES. 

I.  Grandeurs  (/ul  définissent  l'étal  du  système  étudié.  —  Le 
système  étudié  se  compose  de  corps  homogènes  qui  sont  contigus  les 
uns  aux  autres  le  long  de  surfaces  de  discontinuité. 

Ces  corps  sont  électrisés.  L'électiisation  du  système  est  définie 
lorsque  l'on  connaît,  en  chaque  point  intérieur  à  un  corps  homogène, 
la  densité  électrique  solide  e,  et,  en  chaque  point  des  surfaces  de 
discontinuité,  la  densité  électrique  superficielle  E. 

Ces  corps  sont  parcourus  par  des  courants  de  conduction  ;  ces 
courants  sont  déterminés  lorsque  l'on  connaît,  en  chaque  point  inté- 
rieur à  un  corps  homogène,  les  composantes  u,  v,  «•  de  la  densité  du 
courant  de  conduction. 

En  tout  point  intérieur  à  un  corps  homogène,  on  a 

du        ()v        Oiv       Oe 
dx       Or        Oz        âl 

Soient  : 

S,  la  surface  le  long  de  laquelle  se  louchent  deux  corps  homo- 
gènes I  et  i: 

M,  un  point  de  la  surface  S; 

M,,  un  point  du  corps  i,  infiniment  voisin  du  point  M  ; 

M.,,  un  point  du  corps  2,  infiniment  voisin  du  point  M; 

A(,,  la  demi-normale  en  M,  à  la  surface  S,  dirigée  vers  riiilérieur  du 
corps  I  ; 
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II.,,  la  demi-normale  en  M,  à  la  snrfnce  S,  diri^M^e  vers  l'intérieur  du 

corps  2  ; 
E,  la  densité  électrique  superficielle  au  point  M  ; 
(m,,  p,,  tV|  ),  la  densité  du  courant  de  conduction  au  point  M,  ; 
(«^,  V.,,  Wo),  la  densité  de  courantde  conduction  au  point  M.,. 

On  a,  en  tout  point  M  de  la  surface  S  et  à  tout  instant, 

(2)  //,  cos(«,,  .r)  +  (',  cos(«i,  y)  -+-  ir,  cos(«,,  z) 

-+-  «2  cos(«,,  ./■)  4-  ('2  cos(«,,  y)  -t-  w^  cos(«j,  z)  ~\ —  :=  O. 

Les  corps  du  système  sont  des  diélectriques  polarisés;  les  compo- 
santes de  Vintensité  de  polarisation  sont,  en  un  point  d'un  corps 
homogène,  représentées  par  A',B',  C.  Au  même  point,  la  densité  du 
courant  de  déplacement  a  pour  composantes 

^    '  "  ~   dt'  ^'  ^  àt  '         "  ~  dt  ' 

Au  même  point,  la  densité  du  courant  total  a  pour  composantes 

(4  )  (p  ^  w  -t-  (/',  1^  =  t»  -H  (-■',  •/_  HT  tv  4-  iv' . 

Enfin,  les  divers  corps  du  système  sont  aimantés;  en  un  point  d'un 
corps  homogène,  les  composantes  de  Vintensité  d'aimantation 
sont  A,  B,  C. 

2.  Fonctions  employées.  —  Au  moyen  des  grandeurs  que  nous 
venons  d'énumérer,  on  compose  certeines  fonctions  dont  nous  allons 
rappeler  les  définitions. 

Nous  considérerons,  en  premier  lieu,  la  fonction  potentielle  des 
clicirges  électriques  répandues  sur  le  système.  Au  point  (^,  y),  L),  cette 
fonction  a  pour  valeur 

(5)  ï(i,-n,ç)=  r^ffe-+- r^rfs. 

drs  est  un  élément  de  volume  d'un  corps  homogène; 
(/S,  un  élément  d'une  surface  de  discontinuité; 

/•,  la    distance,   soit    de    l'élément    drs,    soit    de    l'élément  </S,   au 
point  (^,Y],'(); 
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enfin  la  première  intégrale  s'étend  à  tous  les  volumes  liomogèiies,  la 
seconde  à  toutes  les  surfaces  de  discontinuité. 

La  fonction  potentielle  de  la  polarisation  diélaclrique   a    pour 
valeur 

/     ol  à-  à^\ 

(6)  V'(£,.,Ç)  =  /^^A'^^B'^-^C'^;./.; 

(x,y,  z)  est  un  point  de  rélémcnl  «/irr. 

Nous  aurons  également  à  considérer  les  trois  fonctions  : 


(7) 


«(£,..  C)-/[      't^'-l 

1  —  A-  x  —  lfx- 

-2             Y-n  ,         ;  -  Ç     N" 

.,,„,,=/[   i^i 

I  —  />    r  —  Y)  f  .r- 
■^2            r       \      , 

-?         r  — ïi         -  —  Ç   M  j 

/•        '              r      ^J] 

A'  est  une  constante  numérique,  la  constante  de  Helmtwltz. 

L.di  fonction  potentielle  ma^«e7/^Mt' a  pour  valeur,  au  point  (^,  y],  t), 

(8)  va.,0^/l^A^  +  B^+C^;./.. 

Nous  lui  adjoindrons  les  trois  fonctions 

i  (    '^-  '^-\ 

U(?,0,Ç)=/\c:^-H^^./nT. 

r(     '-  '-\ 
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5.  Propriétés  analytiques,  en  tout  point  d'un  milieu  continu, 
des  diverses  fonctions  employées.  —  En  vertu  de  leur  délinilion 
même,  ces  fonctions  possèdent  diverses  propriétés;  nous  allons  rap- 
peler celles  dont  nous  aurons  à  faire  usage,  en  commençant  par  celles 
qui  sont  vérifiées  en  tout  point  d'un  milieu  continu. 

En  tout  point  d'un  tel  milieu,  on  a  : 

(lo)  ^\'  ■=—  [i-Ke; 

('■) 


(12) 

(i3) 
(«4) 


(.5) 


;-«) 


(-7) 


AV'  =  /1 

fdiV 

dW 

dC'\ 

AO  =-/ 

iTTCp  4-  ( 

;.-A-) 

d'(r  +  \') 

dxàt 

AV''  =  —  / 

i  7l'j>  -t-  ( 

:>-/o 

dH\  +  \') 
dy  dl 

AvB^=— 47r/.+  ( 

'-/>■) 

dzdt 

dx       dy 

d\^' 

=-/>■ 

d{r-h\')_ 

dt 

AV  =  4 

d\i 

dC\ 
--dl)-' 

1   AO» 

=  47r( 

dC 
dy 

dB\ 

dz)' 

^w 

=  47r( 

'd\ 
^dz 

dC\ 
dx  )  ' 

[  AX 

=  47l( 

dx 

d\\ 

oy)' 

dx 

dW 

d\ 

=  o  ; 

ÔW 

dX 
dy  - 

d\ 

dx 

+  47:A, 

j  dx. 

d<i>  _ 

dz  " 

dV 
dy 

+  47rB, 

\  d^ 

\  dy 

dW  _ 
dx 

dy 

dz 

-<-47rC. 

4.  Propriétés  analytiques,  en  tout  point  d'une  surface  de  dis- 
continuité, des  diverses  fonctions  employées.  —  Au  passage  de  la 
surface  de  contact  de  deux  milieux  continus,  i  et  2,  la  fonction  V 
demeure  continue;  ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  sont  dis- 
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conlinues  et  vcrifienl  \n  lolatiori 

(.8)  f^f=-4.E. 

Au  passage  d'une  surface  de  disconlinuilé,  la  fonction  V'  est  con- 
tinue; ses  dérivées  partielles  du  premier  ordre  sont  discontinues  et 
vérifient  la  relation 

(19)  ^ 1- -j — =^^r.[     A',  cos(/i|,  x) -4- B',  cos(«,,  r) -H  C,  cos(/),,  ;) 

4-  Aj  cos(rt2,  œ)  4-  B!,  cos(/i2,  y)  -+-  0'„  cos(«j,  z)'\. 

Au  passag;e  d'une  surface  de  discontinuité,  les  fonctions  o,  ■<>, 
^  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

En  tout  point  d'une  telle  surface,  la  fonction  V  est  continue;  ses 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  sont  discontinues  et  vérifient  la 
relation 

d\       d\' 

(20)  — h -j — =47r[      A,  cos{«,,  x)  H- B,  cos(/i,,  y)  H- C|  cos(/(,, -) 

4-  A. 2  cos(/i2,  x)  4-  B,  cos(/i2,  y )  -(-  Gj  cos{n^,  c j]. 

En  tout  point  d'une  surface  de  discontinuité,  les  trois  fonctions  $, 
W,  X  demeurent  continues;  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
sont  discontinues  et  vérifient  la  relation 

(21') \-  -. =47rr       G,  COi(/(,,   v)  —  lî,  cos(/i,, -) 

+  Go  cos(«,,  y)  —  B2  cos(/i2,  ;)] 
et  deux  relations  analogues. 

i>.  Equations  des  momcments  électrique  et  magnétique.  —  En 
vertu  des  lois,  données  par  H.  von  Ilelmlioltz,  de  l'induction  électro- 
dynamique et  électromagnétique,  les  composantes  de  la  densité  de 
courant  de  conduction  vérifient,  en  ciiaque  point,  les  équations 

£'  d{Y  4- V)        a'  dV)  a     d^ 

■îp   dt        p^  àt' 

^^^)  ^      "-  r.  .U,  2p     dl  p^2      dt' 

a^d^ fl_  âX 

ip    dt        p  1/2    dt 


p 

d.T 

t' 

d{r-^\") 

p 

dy 

s' 

d{r-h\') 

p 

dz 
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Dans  ces  équations, 

s'  est  la  constante  des  actions  électrostatiques, 

—  la  constante  des  actions  électrodynamiques, 

p  la  résistance  spécifique  du  milieu. 

La  théorie  de  Helmholtz  nous  apprend  également  que  les  compo- 
santes A',  B',  C  de  l'intensité  de  polarisation  diélectrique  vérifient 
les  équations 

Pi.  r=  —  e'  K'  ^ — Iv'  — ; K'  -T—  ) 

ax               :>.        àt        1/2        at 
(23)  j  B'—~t'K'-^ '- K'— fK'-tt' 

C'  =  — £'k' ; k  — ; =K'— -■ 

\  Oz  2         Ot        y/2        Ot 

Dans  ces  étjuations,  K'  est  le  coefficient  de  polarisation  diélectrique 
du  milieu. 

Enfin  les  composantes  A,  B,  C  de  l'aimantation  vérifient  les  trois 
équations 

Dans  ces  équations,  £  est  la  constante  des  actions  magnétiques  et  K 
le  coefficient  d'aimantation. 


(>.   Posilion  du  problème  général  de  l'Èleclrody nom iqtic pour  un 
syslèmr  immobile.  —  Posons 

(25)  r-HV'  =  w 

et  donnons  à  cette  fonction  \V  le  nom  àc  fonction  polenliolle  éb-clro- 
statique  totale. 
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Posons  également 


(26) 


4=0  4-  * 

=^, 

v/2 

=  (?, 

V2 

=:3C 

et  donnons  aux  fonctions  S,  cj,  3C  le  nom  de  fonctions  totales  de 
Hehnholtz. 

Si  Von  connaît  La  fonction  potentielle  électrostatique  totale^s  et 
les  trois  fonctions  totales  de  Helniholtz  §,  (,',  3C,  on  peut  déterminer 
toutes  les  grandeurs  qui  définissent  l'état  du  système  et  qui  ont  été 
énumérées  au  n°  1. 

En  effet,  en  verlu  des  égalités  (af))  et  (26),  les  égalités  (22)  cl  (23) 
peuvent  s'écrire  : 


(27) 


(28) 


i 


\'  =  - 


C'  =  - 


e' 

dW 

a 

ort 

p 

dj: 

?  v'2 

âc' 

£' 

àW 

a 

à<:i 

P 

oy 

?  V  3 

Jt' 

e' 

,n\' 

a 

dX. 

p 

'àz 

PV/Î 

ôt  ' 

,)\\ 

aK' 

à-i 

:'K' 

d.r 

V/2 

di' 

■  K' 

«K' 

v/ï 

àÇ 
di' 

;'K' 

àW 

aK' 

dX. 

âz 

./^ 

di  ' 

Il  résulte  de  ces  équations  (|a('  la  connaissance  des  ([iiatrc  fonc- 
tions W  ,  "f,  (|',  .TC  entraîne  la  connaissance  des  composantes  //, 
f,  u-  de  la  densité  du  courant  de  conduction  et  des  trois  compo- 
santes A',  iî',  C  de  la  polarisation  diélectrique. 

La  connaissance  de  ces  trois  dernières  détermine,  par  les  éga- 
lités (3),  les  composantes  de  la  densité  du  courant  de  déplacement. 

D'autre  part,  les  égalités  (11),  (12)  et  (2:1)  donnent,  en  cluupio 
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point  d'un  corps  homogène  appartenant  au  système, 

De  même,  les  égalités  (i8),  (19)  et  (21)  donnent,  en  chaque  point 
d'une  surface  de  discontinuité, 

dW  âW  ,  r  Kl  I  s  n'  ,  -.  r"  ,  XT 

h  -; !\T.\       A,  cos{«,,  X)  -(-  B,  cos(/<,,  r)  -I-  G,  cos(/i,,  3)] 

011^        an,  .1 

+  A'2  COS(/(,,  JC)  +  B2  COS(«,.  y)  4-  G5  COs{rto,  Z)'\  =: —  ^TtE. 

W  étant  connu  ainsi  que  A',  B',  C,  ces  égalités  font  connaître,  en  tout 
point  d'un  corps  homogène,  la  densité  électrique  solide  e.,  et,  en  tout 
point  d'une  surface  de  discontinuité,  la  densité  électrique  superfi- 
cielle E. 

Les  égalités  (24)  et  (26)  donnent  les  égalités 

A— _-K/^—      ^-^_!^       <^y\ 
~'      ''     \djc        dy        dz.        dy        di  /  ' 

_       ((yS_       dj_  _^_d^       «)X  \ 

\dY         Oz         O.v         àz         Ôjc  ) 


C=-£K 


di{  _  ^  _  (^        d^\ 
"  V  à^        à.r        ûy        Ox        ày  j 

que  les  égalités  (i  7)  transforment  en 


4ît£lv  \  dy        d- 
K 

£  K  /  £>()'  <lî 

-  ItiîK  \  dx         ()y 


Lors(jue  Ton  connaît  les  fonctions  totales  de  Helmholtz,  ces  éga- 
lités font  connaître,  en  tout  point  du  système,  les  composantes  A, 
B,  C  de  l'aimantation. 

La  proposition  énoncée  est  ainsi  justifiée. 

Le  problème  général  de  l' Electrodynamique  pour  un  système 
immobile  consiste  donc  à  déterminer  les  valeurs  prises,  en  chaque 
point  du  système  et  à  chaque  instant,  pur  les  quatre  fonctions  W, 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  loiiie  X.  —  Fiisc.  1\,   1914-  4*^ 
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7.  Conditions  aux  limites.  —  Cette  détermination  est  subordonnée 
à  certaines  conditions  (jui  constituent  les  données  du  problème.  Cer- 
taines de  ces  conditions  doivent  être  vérifiées,  quel  que  soit  le  temps  /, 
en  tout  point  de  la  surface  fermée  S  qui  borne  le  système;  certaines 
autres  doivent  être  vérifiées  en  tout  point  du  système,  mais  seulement 
à  l'instant  initial. 

En  un  point  de  la  surface  2  (pii  limite  le  système,  nous  désignerons 
par  N  la  normale  dirigée  vers  l'intérieur  du  système.  Nous  suppo- 
serons alors  que  l'on  connaisse,  en  chaque  point  de  la  surface  I^  et  à 
chaque  instant  l, 

La  valeur  de  W  ou  la  valeur  de  -r^, 

La  valeur  de  ^  ou  la  valeur  de  -r^, 
La  valeur  de  (J  ou  la  valeur  de  -7^, 
La  valeur  de  3t  ou  la  valeur  de  -ncr- 

8.  Conditions  iinttah's.  —  A  l'instant  initial,  nous  su|)posons  que 
l'on  connaisse,  en  chaque  point  du  système,  les  valeurs  de  W,  §,  (,', 

3C,  -T— >  ^->   --^>   -r-,   -^-;--   Ces  determmations  doivent   être,  bien 
dt      dt     dt       dt       di-  ' 

entendu,  d'accord  avec  les  conditions  aux  limites. 


CHAPITRE  IL 

DÉTERMINATION    DE    LA    FONCTION    POTENTIELLE    ÉLECTROSTATIQl  E    TOTALE. 

y.  Diilerentions  la  première  des  égalités  (27)  par  rapport  à  a;,  la 
seconde  par  rapport  à  j',  la  troisième  par  rapport  à  r,  ajoutons-les 
membre  à  membre  et  observons  : 

1°  Qu'en  vertu  des  égalités  (i)  et  (10), 

du        Of        dtv         I    .  dV 

-; 1--; — t--r-  =  7— ^-^; 

c/x        dy        dz        !\u      dl 

■?."  Qu'en  vertu  des  égalités  (i3),  (16),  (25)  et  (26),  on  a,  quel 


d5       dQ       à3C 

j-  +  :ï^  +  -r-=- 
ax       dy       dz 

'^'  dt 

d  /d^       àÇ  ^d:K.\_ 
dt  \dx  "^  dy  ^   dz  J" 

^'7 

dt'- 
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que  soit  /, 


et,  partant, 

(3o) 

Nous  trouvons  Téqualion 

dt  p  p  dl- 

Différentions  la  première  des  égalités  (28)  par  rapport  à  x,  la 
seconde  par  rapport  à  y,  la  troisième  par  rapport  à  r  et  ajoutons 
membre  à  membre  les  résultats  obtenus,  en  tenant  compte  des  éga- 
lités (11)  et  (3o).  Nous  trouvons  l'égalité 

(32)  AV'-i-47:c'K'AW-2v/Ï7raÂ-K'-^î^  =  o. 

Prenons  un  point  sur  la  surface  qui  sépare  deux  masses  homogènes 
quelconques,  i  et  2.  En  ce  point,  l'égalité  (18)  est  vérifiée  quel  que 
soit  t.  Différentions-Ia  par  rapport  à  /,  en  tenant  compte  de  l'éga- 
lité (2);  nous  trouvons 

«1  cos(rt,,  X)  —  ('1  cos(rt,,  v)  —  IV,  cos(n,,  z) 


4r  dt\dn^       an 

«2  COS(/lj,  x")  —  V,  C0S(/i2,  y)  —  HCj  COS  (rtj,  j)  =  o.) 

Dans  cette  égalité,  remplaçons  les  u,  v,  w  par  leurs  expressions  (27) 
et  observons,  comme  nous  l'avons  vu  au  n°  4,  qu'au  passage  à  travers 
une  surface  de  discontinuité,  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
par  rapport  k  x,  y,  z  de  i,  c,',  jc  varient  d'une  manière  continue; 
nous  trouvons  qu'on  doit  avoir,  en  tout  point  d'une  telle  surface  de 
discontinuité,  l'équation 

_à_d^       jd_d\_       l^jt^d^       'at.z'  JW  _^ 
(>/(,   dt        du.,  dt  p,     dn^  p,     dn.^  ~ 

Enfin,  dans  l'équation  (19),  remplaçons  les  A',  B',C'  par  leurs 
expressions  (28),  en  observant  qu'une  surface  de  discontinuité  laisse 
continues  les  dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  i,  (J,  X  par 
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',  z\  nous  trouvons  l'équalion 

On,        On,        ^              On,                       On, 

=  o. 
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rapport  à  r,  y 

(34) 

Les  quatre  égalités  (3 1  ),  (Sa),  (33)  et  (34)  vont  nous  conduire  à 
la  détermination  de  la  fonction  potentielle  électrostatique  totale  ^\. 
Nous  allons,  en  efîet,  en  déduire  des  équations  où  ne  fij^urenl  plus 
que  W  et  ses  dérivées  partielles. 

10.  Diiîérentions  l'égalité  (32)  par  rapport  à  t  et,  membre  à 
membre,  ajoutons  l'égalité  obtenue  à  l'égalité  (3i);  souvenons- 
nous  que 

(25)  V4-V'=W, 

et  posons,  pour  abréger, 

nous  trouverons  l'équation 


(36)  A^-i-4-£'AU  — 2v/Ï7Tr7A-^  =  o. 

^  Ot  ol- 

Telle  est  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  que 
W  doit  vérifier  en  tout  point  d'un  corps  homogène  appartenant 
au  système. 

Différentions  l'égalité  (34)  par  rapporta  /  et,  membre  à  membre, 
ajoutons  l'égalité  obtenue  à  l'égalité  (33),  en  tenant  compte  des 
égalités  (25)  et  (35);  nous  trouvons  l'égalité 

^'^'  On,     Ol    "^  On,    Ot    '^  ^'^''''  \0n,'^  On, 

Telle  est  la  condition  que  doit  vérifier  la  fonction  W  en  tout  point 
appartenant  à  une  des  surfaces  de  discontinuité  du  système. 

Le  premier  des  trois  problèmes  qu'il  s'agit  de  résoudre  consistée 
déterminer,  dans  tout  le  système,  une  fonction  W  qui  satisfasse  aux 
conditions  (36)  et  (37),  lorsque  l'on  connaît,  à  chaque  instant,  les 
valeurs  prises  par  cette  fonction  ^\   en  chacun  des  points  de  la  sur- 
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face  Z  qui  limite  le  système,  et,  à  l'instant  initial,  les  valeurs  prises  par 
certaines  grandeurs  convenablement  choisies. 

1 1.  Supposons  d'abord,  et  jusqu'à  nouvel  ordre,  que  la  constante /i 
de  Helmholtz  soit  différente  de  zéro.  Il  est  clair  que,  sans  contredire 
aux  équations  (36)  et  (37),  nous  pouvons,  à  l'instant  initial,  choisir 
arbitrairement,   en    chaque    point  du   système,  les  valeurs  de  W, 

— T— >— r-T'  sous  les  seules  restrictions  suivantes  : 
ut      01- 

I"  En  chaque  point  de  chacune  des  surfaces  de  discontinuité  du 
système,  ces  valeurs  vérilient  l'équation  (iy)  et  celle  qu'on  en  déduit 
à  l'aide  d'une  différentiation  par  rapport  à  t; 

2°  En  chaque   point   de   la   surface   qui    limite    le  système,   W, 

ÔW  d^W  ,111' 

-^r->-^r-r  prennent  les  valeurs  données. 

L'équation  (36)  détermine  alors,  en  chaque  point  du  système  et  à 
l'instant  initial,  la  valeur  prise  par  —rr' 

12.  Nous  remarquons  ensuite  qu'on  peut,  sans  contredire  aucune- 
ment aux  équations  (3i  ),  (32),  (33)  et  (34 ),  choisir  arbitrairement, 
à  un  instant  donné,  en    tout  point  du   système,  les  valeurs  de  W, 

~dt*  di- 

Ces  valeurs  une  fois  choisies,  en  effet,  l'équation  (32)  nous 
apprend  que  AV'  est  déterminé  en  chaque  point  du  système;  et 
comme  AW  l'est  également,  AY  =  AW  —  AV'  est  déterminé,  à  l'in- 
stant considéré,  en  chaque  point  du  système. 

L'équation  (3  1)  nous  apprend  qu'en  chaque  point  d'une  surface 

de  discontinuité,  -t 1 — -^  a  une  valeur  déterminée;  mais 

an,        an. 


âVJ'       dW 

dV        â\"         c)Y         ÔY 

__^_    _l_    _l_    _|_    

dnt         dn^ 

ân^     '    ôn^        dfty         ân^ 

a  également,  à  ce  même  instant  et  en  ce  même  point,  une   valeur 

déterminée  :  il  en  est  donc  de  même  de  -, 1-  -; — 

'  ant         an. 

L'équation  (3 1)  nous  apprend  qu'à  l'instant  considéré  et  en  ciiaque 


36o 


point  du  système,  A -r-  €T  une  valeur  déterminée;  comme  il  en  est  de 

même  de  -3—  et,  partant,  de  A  —r-,  il  en  est  aussi  de  même  de  A  -j-  • 
at       ^  ^  ai  at 

Enfin  l'équation  (33)  nous  apprend  qu'on  chaque  point  d'une  sur- 

e  ,        1-  .•       •. ,       ,  ■  , ,     ,       d     f)ï  à    âX 

race  de   discontinuité,   a    I  instant  consuJere, -r 77  +  3 r- a  une 

valeur  déterminée  ;  comme  il  en  est  de  même  de 

d    JW         à    (AN'  _  _à_ày       _à_àY       J_  àW         à    0\' 
dni    dt         d«2     dt         an,   dt        à/u  dt        d/it    dt        dn^    dt 

,.  .  .     .  ■    ,      à    âV         d    d\'  , 

on  voit  ou  a  cet  instant  et  en  ce  point,  -—  -; — h  -; r-  a  une  valeur 

T  '         '  diti  dt       dn^  dt 

déterminée. 

Si  l'on  tient  compte  des  égalités  (i),  (3),  (10)  et  (12),  on  voit 

qu'en  chaque  point  du  système,  à  l'instant  considéré,  les  quantités 


dA' 
dx 

+ 

■+- 

àC 
dz 

du 
dx 

+ 

dv 

dv 

-H 

d^v 

àz 

du' 
àx 

H- 

dv' 
dy 

-h 

d^v' 
dz 

ont  des  valeurs  déterminées. 

Si  l'on  tient  compte  des  égalités  (2),  (3),  (18)  et  (  19),  on  voit  qu'à 
l'instant  considéré,  en  chaque  point  d'une  surface  de  discontinuité 
appartenant  au  système,  les  quantités 

K, 

A',  cos(«,,  x)  -+-  R',  cos(  «1,  y)  +  C'i  cos(/(,,  : 
+  A'j  cos(/i2,  x)  -+-  B'j  cos(/(2,  _/)  +  C'j  cos(/i2,  = 

«1  cos(aji,  x)  -+■  ('1  cos(rt,,  y)  -\-  iv,  cos(«,,  z 
-\-  «2  cos(/u,  x)  +  (',  cos(«2,  y)  -\-  w«  cos(«î.  z 

u\  COS  (  «, ,  x)  ■+-   ('',  COS  (  «  I ,   V  )  +  d'',  cos  (  « , ,  z 

+  ii\_  co9.{n,,  x)  +  l'j  cos(«2,  y)  +  ii'!;  cos(/i„,  z 


ont  des  valeurs  déterminées. 
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Or,  il  est  facile  de  déterminer  d'une  infinité  de  manières  une  pola- 
risation diélectrique  telle  qu'en  chaque  point  du  système, 

d\'       dB'      dC  _ 
dx  '^  df  '^  dz  ~'' 

et  qu'en  chaque  point  d'une  surface  de  discontinuité, 

A',  cos(/i,,  Jc)  4-  B'i  cos(/ii,  y)  -+-  C,  cos(«,,  z) 
-+-  A'j  cos(rt2,  x)  -+-  B'j  cos(/i.2,  y)  -+-  C,  cos(«.2,  s)  =:  F, 

fel  F  ayant  des  valeurs  données.  Voici,  en  particulier,  une  solution 
immédiate  de  ce  problème  : 
Posons 


l\r.J   r  !iTcJ    r 


la  première  intégrale  s'étendant  au  volume  entier  du  système  et  la 
seconde  à  toutes  les  surfaces  de  discontinuité;  et  prenons  ensuite  en 
chaque  point 

ax  Oy  az 

Ce  que  nous  venons  de  dire  de  la  polarisation  diélectrique  se  peut 
répéter  des  courants  de  conduction  (  u,  v,  w)  et  des  courants  de  dépla- 
cement («',  v',  w'). 

On  voit  donc  qu'on  peut,  lorsqu'on  a  choisi  arbitrairement,  à  un 
instant  donné  et  en  chaque  point  du  système,  les  valeurs  de  W, 

-V—,  -p-j  déterminer,  en  chaque  point  de  ce  système,  la  densité 

électrique  solide  ou  superficielle,  la  polarisation  diélectrique,  la  den- 
sité du  courant  de  conduction  et  la  densité  du  courant  de  dépla- 
cement de  telle  manière  que  les  équations  (3i),  (82),  (33)  et  (34) 
soient  vérifiées. 

15.  Considérons  un  des  corps  homogènes  dont  le  système  se  com- 
pose; soit  dxs  un  élément  du  volume  de  ce  corps. 

Multiplions  le  premier  membre  de  l'égalité  (3i)  par  -j^  r/cr  et  inté- 
grons pour   le   volume   entier   du    corps   considéré.   Nous  obtenons 
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l'égalité 

P       J    dl      Ot-  J   \     àl  p  y   ()< 

Soient  S  la  surface  (jui  limite  le  corps  homogène  considéré  et,  en 
un  point  de  cette  surface,  //,•  la  normale  dirigée  vers  l'intérieur  du 
corps.  L'égalité  précédente  peut  se  mettre  sous  la  forme  que  voici  : 

J  \  dr  Ot  dx  àt  "*"  dy  dt  dy  dt  "*"  dz  dl  dzdt)    ^ 
J   \dn,    dt   "*"      p       dn,  )    dt 

Pour  chacun  des  corps  homogènes  qui  composent  le  système, 
écrivons  une  égalité  analogue,  et  ajoutons  membre  à  membre  toutes 
ces  égalités,  en  tenant  compte  des  égalités  (33).  Nous  obtiendrons 
ainsi  l'égalité 

,00,      d  r\>/^afc/d\\y     2E'rfd\\Y     fdwy     /à\\\n\, 

(^s)  ""d-tj  i-j-[-ir}-^T[[-dj)  -^[^)  -*-(ir)  J)^'^ 

dxdldxdt        dy  dt  dy  dt       dzdt  dzdt)    ^ 
d>l   dt  "^     p      dN  )    dt 

Les  deux  premières  intégrales  s'étendent  au  volume  entier  du  sys- 
tème; la  troisième  s'étend  à  la  surface  qui  limite  ce  système. 

Considérons  maintenant  l'égalité  (32);  dlIVérenlioiis-la  par  rapport 

à  /,  multiplions  le  résultat  par  — j—  dt^  et  intégrons  pour  le  volume 

entier  d'un  des  corps  homogènes  du  système.  Nous  obtenons  ainsi 
l'égalité 

/-      /  I.W  rà\y  à'W   .         r( .  dV       .     ,,.,.  dW\  dW  , 
J     dt      dt'  J   \     àt        ^  dt  J   dt 
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Cette  égalité  peut  se  transformer  en  la  suivante  : 

,-      ,,-,  d-    r,  àW'Y  , 
^  dt-J   \dl    j 

J   \dxàt  dx  dt  "*"  'J/c*^  dy  dl  "^  t^s  (i<  'dTàt  ) 

—  /       -; T-  +  îiTie'K'  -. —T—(IS. 

J    \diii    dl  diii     dl   J    dl 

Pour  chacun  des  corps  homogènes  (jui  composent  le  système,  écri- 
vons une  égalité  analogue;  ajoutons  membre  à  membre  toutes  ces 
égalités;  observons  que  l'égalité  (34),  vérifiée  à  chaque  instant  en 
chaque  point  d'une  surface  de  discontinuité,  nous  donne  aussi,  en  ce 
point  et  à  chaque  instant,  l'égalité 

(7/(|     dl    ~^  dn„     dl    ^■^'^'    ^'  <;«,      dl     "^   '  "'  ^- f^/ij     dt     ~^' 

et  nous  obtiendrons  l'égalité 


(39) 


dl  J  ^  dl\  dt  J 

-'''^[[dJd-t)-^[d7d-i)'^[d7d-i)  jr'" 

r/c^nv  (J-V       ()-\V  d-\'      d-w  à'-^'\ 

J  Xdjcdt  dxdt  '^  àydl  dy  dt  ^  dz  dt  dz  dt)    '^ 

Ajoutons  maintenant  membre  à   membre   les   deux  égalités   (38) 
et  (3()),  en  nous  souvenant  que 

(25)  V+V'=VV, 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  loiiic  \.  —  Fasc.  IV,  ii)i4-  47 
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et  nous  trouvons  enlin  l'égalité  que  voici  : 


Cette  égalité  fondamentale  va  nous  servir  à  établir  deux  proposi- 
tions importantes. 

14.  Nous  allons  examiner,  d'abord,  si  la  constante  k  de  Helniholtz 
peut  être  négative. 

Supposons  qu'elle  le  soit,  et  voyons  (]uellcs  conséquences  découlent 
de  cette  supposition. 

La  résistance  spécifique  p  est  positive  pour  tous  les  corps. 

L'expérience  nous  apprend  qu'il  existe  assurément  des  corps  pour 
lesquels  le  coefficient  de  polarisation  diélectiique  K'  est  positif. 

Prenons  un  ou  plusieurs  de  ces  corps  pour  en  composer  le  système 
que  nous  allons  étudier;  en  tout  point  de  la  surface  2  qui  borne  ce 
système,  maintenonsà  la  fonction  jjotenliello  électrostatique  totale  W 
une  valeur  indépendante  du  temps  /,  la  même  en  tout  point  de  la 
surface  2. 

-^  étant  nul  en  tout  point  de  la  surface  i!,  au  second  membre  de 

l'égalité  (40)  la  dernière  intégrale  disparait. 
Posons 
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L'égalité  (4o)  deviendra 

+  isfiak  /KM        ^    J   rfin. 

Le  second  membre  de  cette  égalité  {l\i)  est  forcément  négatif,  à 
moins  qu'on  n'ait  simultanément,  en  tous  les  points  du  système,  les 
quatre  égalités 


d-W 

d'W 

d^W 

d'W 

^  0, 

^  0, 

—  o, 

=  O. 

dx  dt 

à  y  dt 

dzàt  " 

or- 

De  ces  égalités,  les  trois  premières  exigent  que  la  fonction  —7—,  qui 

est  continue  dans  tout  le  système,  ait  même  valeur  en  tous  les  points 

de  ce  système;  et  comme  — j—  est  nul  en  tous  les  points  de  la  surface  S 

qui  enclôt  le  système,  la  valeur  en  question  ne  peut  être  que  zéro.  Les 
trois  premières  égalités  précédentes  équivalent  donc  à  l'égalité, 
vérifiée  dans  tout  le  système, 

dW 


Mais  au  cas  où  cette  dernière  égalité  serait  vérifiée,  J,  en  vertu  de 
l'égalité  (4i)>  se  réduirait  à 

quantité  qui  ne  peut  être  que  nulle  ou  positive.  Si  donc,  à  un  certain 
instant,  -j-  s'annulait,  c'est  (|u'à  cet  instant,  .1  serait  nul  ou  positif. 

Soit  Jo  la  valeur  initiale  de  J.  iNous  pouvons  évidemment,  dans  le 
système,  disposer  des  valeurs  initiales  de  W  ,  -r— >  —r— de  telle  ma- 
nière que  la  valeur  initiale  J„  soit  négative.  Cela  se  peut  faire  d'une 
infinité  de  manières;  la  suivante  est  évidente. 

I^a  fonction  W  est  seulement  assujettie  à  prendre  une  valeur  donnée 
en  tout  point  de  la  surface  2;  donnons-lui  cette  valeur  en  tout  point 
du  système;  nous  aurons  alors,  à  l'instant  initial,  en  tout  point  du 


dW  dW  dW 

=   O,  -T—   =  O. 
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système, 

djc         '  ây         '  àz 

La  fonction  ^—  est  seulement  assujettie  à  prendre  la  valeur  o  en 

tout  point  de  la  surface  1;  donnons-lui,  aux  divers  points  du  système, 
des  valeurs  différentes  de  zéro. 

La  fonction  —r-r  est  seulement  assujettie  à  prendre  la  valeur  o  en 

tout  point  de   la    surface  S;  donnons-lui,  dans  tout  le  système,  la 
valeur  o. 

Jg  sera  alors  la  valeur  prise,  à  rinslaul  initial,  par  la  quantité 


y/i  akr.  I  -  (  —^  ]   cIt^, 


p\Ol  J 

et  cette  valeur  sera  sûrement  négative. 

Ce  que  nous  savons  de  J^  et  de    ,    nous  apprend  que  la  (juantité  J 

sera  constamment  négative,  qu'elle  décroîtra  constamment,  et  que  sa 
valeur  absolue  croîtra  au  delà  de  toute  limite  avec  t. 
Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  ou  bien  que 


/ 


■m'"' 


croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  t,  ou  bien  que  la  quantité 


soit,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  t,  constamment  positive  et 
qu'elle  croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  /.  Mais  alors,  on  peut 
affirmer  que  la  quantité 


/^ 


V   àt 


croîtra  au  delà  de  toute  limite  avec  /. 

Les  propositions  démontrées  ne  peuvent  être  exactes  que  si  celle-ci 

l'est  aussi  :  La  valeur  absolue  de  la  (nianlilé  — —  croît  au  delà  de  toute 

limite  avec  t,  au  moins  eu  certains  points  du  système. 


LE    PROBLÈME    GÉNÉRAL    DE    l'ÉLECTRODYN\MTQUE.  36y 

D'ailleurs,  comme  -r—  demeure  constamment  nui  en  tout  point  de 

la  surfaces  qui  entoure  le  système,  la  proposition  précédente  entraîne 
celle-ci  :   Il  existe  dans  le  système  au  moins  certains  points  où  les 

valeurs  absolues  des  quantités  -3 — 7-.  -j — 7-,  - — r-  croissent  au  delà  de 
1  dx  at    dv  ot    dz  dt 

toute  limite  avec  t. 

De  cette  proposition,  tirons  une  conclusion  dont  la  signification 
physique  soit  plus  claire. 

Imaginons  que  Téquilibre  électrique  et  magnétique  soit  établi  sur 
notre  système  borné  par  une  surface  S  en  tout  point  de  laquelle  la 
fonction  potentielle  électrostatique  totale  W  a  la  même  valeur.  On 
sait  alors  que  W  a  aussi  cette  même  valeur  en  tout  point  intérieur  au 
système.  Il  n'y  a,  à  l'intérieur  de  ce  système,  ni  charge  électrique  ni 
polarisation  diélectrique. 

A  ce  système,  imposons  une  perturbation  initiale  définie  comme 
nous  venons  de  le  faire,  et  maintenons  invariable  la  valeur  uniforme 
du  niveau  potentiel  électrostatique  total  auquel  est  portée  la  surface 
qui  le  termine.  Il  y  aura  certainement,  dans  le  système,  des  points  où 
la  valeur  absolue  de  la  vitesse  avec  laquelle  varie  la  fonction  poten- 
tielle électrostatique  totale  croîtra  au  delà  de  toute  limite  avec  le 
temps.  Cela  peut  assurément  être  regardé  comme  marquant  l'insta- 
bilité de  l'équilibre  électrique  du  système  considéré. 

Ainsi,  si  la  constante  k  était  négative,  l'équilibre  électrique  serait 
instable  sur  un  système  à  la  fois  conducteur  et  diélectrique  dont  on 
maintient  la  surface  à  un  niveau  potentiel  électrostatique  uniforme 
et  constant. 

La  supposition  que  la  constante  k  de  Hcbnholtz  est  négative 
entraine  une  impossibilité  physique. 

lo.  On  ne  peut  donc  attribuer  à  la  constante  k  de  Helmholtz 
qu'une  valeur  nulle  ou  positive.  Réservons  pour  plus  tard  le  cas  où 
cette  constante  serait  nulle,  et  supposons-la  positive  : 

(43)  /:>o. 

Imaginons  qu'il  existe  un  ou  plusieurs  corps  dont  le  coefficient  de 
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polarisation  diélectrique  soit  négatif  : 
(44)  K'<o, 

mais  dont  le  pouvoir  inducteur  spécifique  soit  positif  : 
i  +  47rc'K'>o. 

Imaginons  que  le  système  soit  formé  d'un  tel  corps  ou  de  plusieurs 
tels  corps. 

Pour  ce  système,  écrivons  encore  les  égalités  (40  et  (42).  Ces  éga- 
lités nous  apprendront  : 

i"  Oue -r  est  forcément  né2:atifou  nul; 

■2°  Oue  si  -7-  est  nul,  .1  est  nécessairement  positif  ou  nul. 

Dès  lors,  si  Ton  peut  s'arranger  de  telle  sorte  que  la  valeur  ini- 
tiale J„  de  J  soit  négative,  J  demeurera  négatif  quel  que  soit  /,  et  sa 
valeur  absolue  croîtra  au  delà  de  toute  limite  avec  /. 

Mais  on  peut  évidemment  faire  en  sorte  que  J^  soit  négatif.  On  y 
parviendra,  par  exemple,  de  la  façon  suivante  : 

W  est  assujetti  seulement  à  prendre  une  valeur  donnée  sur  la  sur- 
face S.  A  l'instant  initial,  on  lui  donnera  cette  même  valeur  en  tout 
point  du  système. 

'——  est  assujetti  seulement  à  prendre  la  valeur  o  en  tout  point  de  la 
surface  S;  on  lui  donnera,  aux  divers  points  du  système,  des  valeurs 
arbitraires,  mais  généralement  différentes  de  zéro. 

-— -  est  assujetti  seulement  à  prendre  la  valeur  o  en  tout  point  de 

la  surface  1;  en  cha({ue  point  du  système,  donnons-lui  une  valeur  de 

àW    .  J      ,  I         r         1      1  '     <^^V 

même  si<:ne  que  — —  et  dont  la  valeur  absolue  surpasse  —p-,  —r-- 
^        '        (jt^  '  pK    01 

D'ailleurs,  pour<]ue  J  reste  négatif  quel  que  soit  ^  et  croisse  au  delà 
de  toute  limite  avec  /,  il  faut  que 


f' 


-^(^Y.. 


demeure  sans  cesse  négatif  et  que  sa  valeur  absolue  croisse  au  dt'là  de 
toute  limite  avec  /. 
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En  reproduisant  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  on  voit  que 
si  Von  maintient  invariable  la  valeur  uniforme  du  niveau  potentiel 
électrostatique  total  à  la  surface  du  système  considéré,  l'équilibre 
électrique  sera  instable  sur  ce  système. 

16.  La  constante  k  de  Helmholtz  ne  peut  être  négative,  et  nous 
sommes  convenus  de  laisser  provisoirement  de  côté  le  cas  où  elle 
serait  nulle. 

Le  coefficient  de  polarisation  diélectrique  K' ne  peut  être  négatif, 
et  nous  renvoyons  à  un  autre  Cliapilre  l'étude  des  corps  non  diélec- 
triques pour  lesquels  il  serait  nul. 

Nous  allons  donc  nous  borner  à  étudier  le  cas  où  nous  avons  les 
deux  inégalités 

(45)  A->o, 

(46)  K'>o. 

Une  nouvelle  égalité  va  nous  fournir  certaines  propositions  rela- 
tives à  ce  cas. 

Multiplions   les   deux   membres   de    l'égalité  (36)    par  -jj dxn    et 

intégrons  pour  tous  les  éléments  de  volume  de  l'un  des  corps  homo- 
gènes qui  forment  le  système.  Nous  trouvons  l'égalité 

Celte  égalité  peut  s'écrire 


'^  J  \17ôi  Oxdi  ^  ôy  01  Oy  01    '    OzOt  OzOt)'^ 

rov  /  0   ôw     .    ,o\}\  ,^ 

J     ôt  \0/h     Ot  OnJ 
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Mais,  en  vertu  de  l'égalité  (33  ), 

i)x  dt  dxôt^  p\dxdil        1   ôtydxdt 

c^itj/  c/;  (;i  ~  p  W;  <j/ ;  ^  2  <;/V(93  6)/ 

L'égalité  précédente  devient  donc 

=  -J  -p[[ôITt)  -^[ôyô7)  -^[ôTdi)  J''^ 


J    Ot 


+  -,-c'^-US. 


d/(,    dt  diii 


Ecrivons  une  telle  égalité  pour  chacun  des  corps  homogènes  qui 
constituent  le  système,  et  ajoutons  toutes  ces  égalités  membre  à 
membre  en  tenant  coni[)te  de  l'égalité  {?>'])■  Nous  trouverons  l'égalité 


■     2    [V(^a;(;<y  "^Wjrfij  ^\ôiôl) 


fl'îîT 


Cette  égalité  (4")  va  nous  permettre  de  démontrer  deux  proposi- 
tions importantes  si  nous  supposons,  conformément  aux  inégalités (43) 
et  (46))  ']ue  la  cunstanle  k  de  Helmholtz  est  positive  et  que,  pow  tous 
les  corps  (lu  système ^  le  coefflcieîit  de polansniion  diélectrique^  est 
positif. 

17.   La  première  de  ces  propositions  sera  la  suivante  : 
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Si  la  valeur  de  la  fonction  W  est  donnée,  à  chaque  instant,  en 
tout  point  de  la  sur/ace  qui  limite  le  système;  si,  à  l'instant  initial, 

les  valeurs  de  W ,  -j-  >   —r—  sont  données  dans  tout  le  système,  il 

ne  saurait  exister  deux  intégrales  continues  distinctes  des  équa- 
tions (36)  et  (37). 

Imaginons,  en  efi'et,que  deux  intégrales  W,  W",  des  équations  (36) 
et  (37),  vérifient  également  la  condition  aux  limites  et  les  conditions 
initiales  qui  viennent  d'être  définies;  posons 

W  =  W"— W; 

W  sera  encore  une  intégrale  des  équations  (36)  et  (37),  en  sorte  que 
cette  différence  vérifiera  régalité  (47)- 

Mais,  en  chaque  point  de  la  surface  2,  W'etW"  prennent,  à  chaque 
instant,  la  même  valeur  donnée;  sur  la  surface  E  donc,  leur  diffé- 
rence W  est  constamment  nulle;  il  en  est,  dès  lors,  de  même  de  -t-> 

Ot  "  çt    Ot  di- 

Au  second  membre  de  l'égalité  ('17),  le  second  terme  disparaît;  il  ne 
reste  que  le  premier,  qui  ne  peut  être  positif. 
Posons 

L'égalité  (17)  nous  enseigne  maintenant  que  L  ne  peut  être  une 
fonction  croissante  de  t.  Cette  quantité  L,  d'ailleurs,  ne  peut  être 
négative;  si  donc  elle  est  nulle  à  un  instant  quelconque,  elle  sera 
nulle  à  tout  instant  postérieur  à  celui-là. 

Mais,  à  l'instant  initial,  on  a,  en  tout  point  du  système, 

W'=W",         -^_-^,  ^^,    —     ^^^ 


Jouin.  de    l/a</i.  (6- siirie),  Imiie  \. 


Kasc.  IV,  1.J14.  4^ 
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et,  par  conséquent, 

\\    z=  O,  — —  =1  o.  — - —   =  o. 

àl  ()t- 

F-,a  valeur  initiale  de  L  étant  o,  on  a,  quel  que  soit  t, 
(49)  L  =  o. 

Pour  que  celle  égalité  (49)  soit  vérifiée,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait, 
en  tout  point  du  système  et  à  tout  instant, 

d\i 

t*L'  ô\]  â\i 

dx  a  y  ()z 

d.f  dl  ■  dydt~'  dz  dt  ~~ 

Les  égalités  de  la  seconde  ligne  peuvent,  en  vertu  de  la  défini- 
tion (35) de  U,  s'écrire 

I  à\\      ,.,  d-\\ 

\ 1-  I^  -^ — r  =  Oi 

p   djc  àx  dt 

l^^]^  '^'^  -  o 

p    dy  dy  àl  ' 

■p-d^-^^d7Tt=''- 

Combinées  avec  les  égalités  de  la  troisième  ligne,  elles  donnent  les 

égalités 

(AV  _  dW  _  dW  _ 

àx  '  dy  '  dz 

En  vertu  de  ces  égalités,  AA  qui  est,  dans  tout  le  système,  une  fonc- 
tion continue  de  x,y,  z,  aura  même  valeur,  à  chaque  instant,  dans 
tout  le  système;  mais  sur  la  surface  qui  horde  ce  système;  W  est 
constamment  nul;   on   a   donc,   à   tout   instant  cl   en   tout  point  du 

système, 

\V  =  o 
ou 

W'=rW\ 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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Au  lieu  de  supposer  que  la  valeur  donnée,  en  tout  point  de  la  sur- 
face et  à  tout  instant,  soit  celle  de  W,  on  peut  supposer  qu'elle  soit 

celle  de  -j^;  la  démonstration  précédente  peut  se  reprendre  presque 
textuellement  ;  elle  nous  apprend  que  les  deux  solutions  W  et  W"  du 
problème  ne  peuvent  différer  l'une  de  l'autre  que  par  une  quantité 
indépendante  de  x,  y,  z,  t. 

18.  Avant  d'énoncer  et  de  démontrer  la  seconde  proposition,  défi- 
nissons ce  que  nous  entendrons  par  stabilité  électrostatique  inté- 
grale. 

Imaginons  qu'en  chaque  point  de  la  surface  2  qui  limite  le  système 
étudié,  la  fonction  potentielle  électrostatique  totale  W  garde  une 
valeur  indépendante  de  l,  la  même  en  tous  les  points  de  la  surface  2. 
Sur  un  tel  système,  l'équilibre  électrostatique  est  possible.  S'il  est 
établi,  la  fonction  W  a  même  valeur  dans  toute  l'étendue  du  système: 
le  champ  électrostatique  total,  dont  les  composantes  sont 

00  X=-£'-— ,  Y=—  £   — -,  Z——t'—-, 

dx  ây  dz 

est  nul  en  tout  point  du  système;  il  en  est  de  même  de  la  vitesse  de 
variation  de  ce  champ^  dont  les  composantes  sont 

(5.) 

et  de  l'accélération  de  la  variation  de  ce  champ,  dont  les  compo- 
santes sont 

(52) 

Prenons  notre  système  à  la  surface  duquel  la  fonction  W  garde  une 
valeur  uniforme  et  constante,  puis,  en  chaque  point  de  ce  système  et  à 
l'instant  initial,  donnons  des  valeurs  généralement  difierenlcs  de  zéro 
au  champ  électrique,  à  la  vitesse  et  à  l'accélération  de  la  variation  de 
ce  champ;  à  l'instant  t,  le  champ  aura  en  général,  au  sein  du  système, 
une  valeur  différente  de  zéro.  Si,  aux  valeurs  absolues  initiales  du 
champ,  de  la  vitesse  et  de  r accélération  de  sa  variation,  on  peut. 


dX 

,  d' w 

ÔY 

,  ()-W 

dz         ,  dnv 

dt  ' 

dj::Ot' 

dt  ~ 

^  dy  dt  ■ 

dt   ~~       ^  dz  àl 

d-X             ,  d^W 

d'-Y            ,  d'W 

d^z         ,  dnv 

dt'   ~      '  dxdt^' 

dl^   ~       "  dxdl-' 

dt-  ~~      ^  dzàt' 
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dans  tout  le  système,  imposer-  des  limiles  sitpé/iei/res  telles  qu'on 
ail,  quel  que  soit  t, 

(53)  r(X'-i-Y=+Z=)fi^ni<P, 

P  étant  une  quantité  positive  quelconque  donnée  d'avance,  nous 
dirons  que  le  système  possède  la  stabilité  électrostatique  ititéf^rale. 

19.   Celte  délinition  posée,  nous  allons  dénionlrer  que  le  système 
considéré  possède  la  stabilité  électrostatique  intégrale. 

En  chaque  point  de  la  surface  S,  la  fonction  W  garde  une  valeur 

indépendante   du   temps;    en  ce  point,  donc,  — t—j    -t-^  et,  partant, 

-r-  sont  des  quantités  nulles;  au  second  membre  de  l'égalité  (47)?  le 

second  terme  disparaît  ;  il  n'y  demeure  que  le  premier  terme  qui  ne 
peut  être  négatif.  Si  donc  on  garde  à  L  le  sens  que  définit  l'éga- 
lité (47))  cette  quantité  L  ne  pourra  pas  être  fonction  croissante  de  t\ 
en  désignant  par  L^  sa  valeur  initiale,  nous  pourrons  écrire 

(54)  L<L„. 

Celte  inégalité  (i^)  exige  qu'on  ait  les  deux  inégalités 

D'autre  part,  nous  avons,  par  les  égalités  (5o), 

/,x....z.,„„  =  ../[(^)V(-)'.(-)>. 

Si  R  désigne  la  plus  grande  valeur  que  prenne,  au  sein  du  système,  la 
résistance  spécifique  p,  celle  égalité  nous  permettra  d'écrire 

L'identité 

{a  —  by-  =  i{a'-+b^)  —  {a-\-  b)' 
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donne  rinégalitê 

(58)  (a  — 6)'£2(a2+ 6'). 

Or,  l'égalité  (3))  nous  permet  d'écrire 

ri  [fà-wy-    fdwy-     /d\\\n  , 


=/[( 


da-  d.rdt)  '^[dy  àrdt)  '^[dz  dz  dt 


L'inégalité  (58)  nous  donne  alors 

Soit  y'  la  plus  grande  valeur  (|uc  prenne,  au  sein  du  système,  le 
coefficient  de  polarisation  diélectrique  K'.  Nous  aurons 

i^-'fr  [(CT)'+(|r^)'+(S)"]''°- 

Les  inégalités  (55),  (56),  (57),  (59)  et  (60)  nous  fournissent  l'iné- 
galité suivante  : 

(6.)  f(X-^  +  Y'-^Znd^<^'^^^j'''^^\.. 

L'inégalité  (53)  sera  donc  certainement  vérifiée,  quel  que  soit  /,  si 
l'on  a 

(62)  L„< 


(h-4t:£'7;)H- 


Pour  que  la  proposition  énoncée  soit  démontrée,  il  suffit  désormais 
d'établir  ceci  :  Aux  valeurs  absolues  initiales  du  champ  électrique 
total,  de  la  vitesse  et  de  l'accélération  de  la  variation  de  ce  champ,  on 
peut  assigner  des  limites  supérieures  telles  que  L„  soit  sûrement  infé- 
rieur à  n'importe  quelle  quantité  positive  donnée  d'avance. 
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Or,  il  est  tout  d'abord  évident  qu'on  peut  assigner  ces  limites  supé- 
rieures de  telle  façon  que  deux  des  trois  termes  dont  la  somme  com- 
pose L„  soient  inférieurs  à  n'importe  quelle  quantité  positive  donnée 
d'avance;  les  deux  termes  dont  nous  voulons  parler  sont  les  valeurs 
initiales  de 

et  de 

Reste  à  établir  f|u'il  en  est  de  même  pour  la  valeur  initiale  de 

Pour  cela,  il  suffit  de  prouver  qu'on  peut  assigner  les  limites 
supérieures  en  question  de  telle  manière  que  la  valeur  absolue  de 

dt  ^  ç^   àt         ^    àl- 

soit  inférieure  à  n'importe  quelle  quantité  positive  donnée  d'avance. 
Prouvons-le. 

L'égalité  précédente  donne 

I  cJi  1=  p  \~dr\  I  dl-   I" 

-j—  et        ;   sont  nuls  en  tout  point  do  la  surface  S  qui  borne  le  sys- 
tème. Soient  donc  : 

M    un  point  quelconque  du  système, 

Mo  un  point  de  la  surface  L, 

Mo  M  un  trajet  quelconque  joignant  le  point  M^  au  point  M. 

Nous  aurons,  au  point  M, 


-r  '=  I         -. — TT  "^  ■+-  -^ — TT  "^  -t-  -; — r-,  dz    . 


—  (ij;  -H  ^; — —  (1y  -h   - — —  dz    , 

dx  dt  dy  dt    ■'        dzdl       / 

~di} 
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Soient  X  et  [t.  les  plus  grandes  valeurs  absolues  initiales  prises,  au 
sein  du  système,  par  la  vitesse  et  par  l'accélération  de  la  variation  du 
champ;  soit  D  la  plus  courte  distance  du  point  M  à  la  surface  S. 
Nous  aurons,  à  l'instant  initial, 


et,  par  conséquent, 


()WI       TD  IJnVI       /£D 


\àV\       /l  ..,\D 


Il  est  évident  qu'on  peut  limiter  supérieurement  X  et  [x  de  telle 
manière  que  la  valeur  absolue  initiale  de  -r-  soit,  en  tout  point  du 
système,  inférieure  à  une  quantité  positive  quelconque  donnée 
d'avance. 

La  proposition  énoncée  est  donc  démontrée. 

20.  Cette  proposition  est  complétée  par  celle  que  nous  allons 
établir. 

Au  second  membre  de  l'égalité  (47)5  le  second  terme  est,  nous 
l'avons  vu,  égala  zéro.  Dès  lors,  en  vertu  des  égalités  (4^)  et  (5i), 
cette  égalité  (47)  peut  s'écrire 

La  quantité  L  possède  ces  deux  caractères  : 

Elle  ne  peut  jamais  être  négative; 

Elle  n'est  jamais  fonction  croissante  de  /. 

Dès  lors,  elle  admet  une  limite  inférieure  positive  ou  nulle;  ou  bien 
elle  atteint  cette  limite  à  un  certain  instant  et  lui  demeure  ensuite 
constamment  égale;  ou  bien  elle  tend  vers  cette  limite  lorsque  /  croit 
indéfiniment. 

Dans  le   premier  cas,  à  partir  d'un   certain   instant,   '-^^    demeure 

constamment  égal  à  zéro;  dans  le   second   cas,   -^   tend    vers  zéro 

lorsque  t  croit  indéfiniment. 

En  tous  cas,  on  peut  donnera  t  une  valeur  assez  grande  pour  que 
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la  somme 

relative  à  chacun  des  corps  liomoj^ènes  du  syslème  et,  partant,  pour 
que  la  même  somme  relative  à  tout  le  système  soil  désormais  plus 
petite  que  n'importe  quelle  quantité  positive  donnée  d'avance. 

Il  en  résulte  que  t  croissant  indéfiniment,  la  vitesse  de  variation 
du  champ  tend  vers  zéro  en  tout  point  du  système,  sauf  peut-être 
en  certains  points  qui  ne  composent  pas  un  volume  fini. 

21.  Venons  maintenant  à  TcNamon  du  cas,  délaissé  jusqu'ici,  où  la 
constante  de  Helmlioltz  est  nulle  : 

(64)  A  =  o. 

Dans  ce  cas,  si  l'on  lient  compte  de  l'expression  (35)  de  U, 
l'égalité  (36)  devient 


(65) 

(1  +  4 

7I£'K 

')^T 

-.'- 

P 

=  0, 

tandis 

que 

l'égalité  (37) 

devient 

(66) 

(1  +  [iT.z  K'i ; 

f) 

+  (i  -(-  47r£'K'„; 

ô 

<)t 

-+- 

p. 

-+- 

47ÏE' 
P-2 

dru 

Il  est  immédiatement  évident  qu'on  ne  peut  plus,  à  l'inslanl  initial, 
choisir  arbitrairement  dans  tout  le  syslème  les  valeurs  de  W,  de  — - . 

de  -rpr- 
al- 

Si,  à  un  iiislaiil  donné,  W  a,  en  tout  point  du  système,  une  valeur 

connue;  si,  au  même  instant,   — —  a  une   valeur  connue  en  chaque 

uC  ' 

point  de  la  surlace  2  qui  borne  le  système,  on  sait  qu'il  no  peut  exister 
deux  déterminations  distinctes  pour  la  valeur  prise  par  — r—  en  chaque 
point  du  syslème. 

En  s'appuyant  sur  ce   premier  résultat  et  sur  les  égalités  qu'on 
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obtient  en  difîérentiant  les  égalités  (G5)  et  (66)  par  rapport  à  /,  on 
peut  établir  cette  autre  proposition  : 

Si  l'on   connaît  en  outre,   à  l'instant  considéré,   la   valeur  prise 

<^'W         ,  -.Il  f       V   1        1         1    «^'W         , 

par  —7-7-  en  chaque  point  de  la  surrace  L,  la  valeur  de  —p-  en  chaque 

point  du  système  n'est  pas  susceptible  de  deux  déterminations  dis- 
tinctes. 

Supposons,  en  particulier,  que  W  prenne,  en  tout  point  de  la  sur- 
face li,  une  même  valeur  C  indépendante  du  temps  /.  — —  sera  alors 
constamment  égal  à  zéro  en  tout  point  de  la  surface  1.  On  vérifiera 
celte  condition  et  les  équations  (65  )  et  ((J^)  si  Ton  pose,  en  tout  point 
du  système, 

D'après  ce  qui  vient  d'être  dit,    ce   sera  certainement   la   valeur 

de  — r— • 
di 

L'égalité  (67),  vérifiée  dans  tout  le  système,  nous  donnera, 
d'ailleurs,  les  égalités 

d'-W  W.s'  àW 


(68) 


Ô'W  __  Us'    (AV 

dy  dt  p(i -f- -'iTïc'K')   dy  ' 


dzôt  p  (  I  -H  4  Tïs'  K'  )    dz 

dont  nous  aurons  à  faire  usage. 

Si  donc  la  surface  terminale  du  système  est  maintenue  à  un  niveau 
potentiel  électrostatique  total  uniforme  et  constant  C,  si  l'on  désigne 
parW„,  X„,  Yo,  Z„  les  valeurs  initiales  de  W  et  des  composantes 
X,  Y,  Z  du  champ  électrostatique  total,  on  aura,  en  vertu  des  éga- 
lités (67)  et  (68), 

(69) 

(-0) 


W 

—  c  — (^^■„— C)e  pii+i^i:", 

1    X  =  \oe    P "+»"="'  . 

Journ.  de  Math.  (6"  série),  loiue  X.—  Fasc.  IV.  igi^.  4Ç) 
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22.  Les  équations  (70)  conduisent  aux  conclusions  suivantes  : 

En  chaque  point  du   système,   le   champ  électrostatique    total 

garde,  au  cours  du  temps,  une  direction  invariable. 

Si  le  pouvoir  inducteur  spécifique  d'un  des  corps  du  système  est 

négatif  : 

n-47r£'K'<o, 

en  tout  point  de  ce  corps  où  la  imleur  initiale  du  champ  électrosta- 
tique total  n'est  pas  nulle,  la  valeur  absolue  de  ce  champ  croit 
au  delà  de  toute  limite  avec  le  temps.  Sur  un  tel  système,  donc, 
r équilibre  électrique  est  instable. 

Si,  pour  tous  les  corps  du  système,  le  pouvoir  inducteur  spéci- 
fique est  positif  : 

i-i-4-^'K'>o, 

la  valeur  absolue,  en  chaque  point,  du  champ  électrostatique  total 
décroit  sans  cesse  et  tend  vers  zéro  lorsque  le  temps  croît  au  delà  de 
toute  limite;  le  système  possède  donc  la  stabilité  électrostatique 
ponctuelle . 

Cette  stabilité  ponctuelle  entraîne,  bien  entendu,  la  stabilité  inté- 
grale qui  se  peut  d'ailleurs  vérifier  directement,  puisque  les  éga- 
lités (70)  donnent  l'égalité 

r  r ^-^ ' 

(X-  +  \-'  +  7J)drs=      e    P"  +  "^^'K'>  (Xl  +  Yl--rZl)du,. 

23.  Supposons  que  le  pouvoir  inducteur  spécifique  ne  soit  nul 
pour  aucun  corps  du  système.  Supposons  qu'on  donne  la  valeur 
deW: 

1°  A  tout  instant,  en  tout  point  de  la  sur/ace  S  qui  borne  le 
système; 

1°  A  l'instant  initial,  en  tout  point  du  système. 

Une  peut  exister  deux  intégrales  distinctes  des  équations  (65) 
e/(66). 

Supposons,  en  efTet,  qu'il  en  existe  deux,  \\  '  et  \\  ",  et  soit 
W  =  W"  -  W. 
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Comme  W  et  W",  W  vérifie  les  équations  (66)  et  (67).  En  chaque 
point  de  la  surface  2,  et  à  chaque  instant,  W'  et  W"  prennent  la 
même  valeur;  West  donc  constamment  nul  sur  la  surface Z.  Dès  lors, 
W  vérifiera  l'égalité  (69)  après  quon  y  aura  donné  à  C  la  valeur  zéro. 

D'autre  part,  en  tout  point  du  système,  W  et  W"  ont  même  valeur 
initiale;  W„  est  donc  nul  en  tout  point  du  système.  L'égalité  (69) 
montre  alors  que  ^^  est  nul,  en  tout  temps,  dans  tout  le  système,  ce 
qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Une  partie  des  propositions  qui  viennent  dêtre  établies  pourraient 
être  déduites  soit  de  l'égalité  (4o);  soit  de  l'égalité  (4;);  niais  cette 
déduction,  moins  rapide  que  la  précédente,  fournit  des  résultats 
moins  complets. 

CHAPITRE  III. 

DÉIERMINATION    DES    FONCTIONS    TOTALES    DE    IIELMHOLTZ. 

24.  Supposons  désormais  qu'on  ait  déterminé  la  fonction  poten- 
tielle électrostatique  totale  W,  et  voyons  comment  on  déterminera  les 
fonctions  totales  de  Helmhollz  #,  (J,  X. 

Les  égalités  (3),  (4),  (27)  et  (28)  nous  donnent 


I 

p 

K'I 

[^  dudt    '   ^  àC- 

Celte  égalité,  jointe  aux  égalités  (12)  et  (25),  donne 

ïJ7.na  d'ê  f-       T'/*^"-^ 

p        dt  d/' 

D'autre  part,  les  égalités  (24)  donnent 

dC       dB        EaKrd^_^d^  _    d_/&<^       d\^\~\ 
d7  ~  ■57  ~  "^  L"^  "^  à--  ~  d.v\dy  "^  dz  )\ 
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OU  hîp.n,  en  vertu  des  é^alités(i3)  et  (24), 


La  première  égalité  (i5)  devieut  alors 


(72) 


A$  =  2  v/2  TîSrtK  Ay  +  i^^r.iakK 


ô.f  01  ' 


Multiplions  les  deux  membres  de  l'égalité  (71)  par  -p(i  -1-  l\t:i¥J) 

et,  membre  à  membre,  ajoutons  le  résultat  obtenu  et  l'égalité  (72), 

en  observant  que 

(27)  ^o  +  <I»  =  -f, 

et  nous  trouvons  la  première  des  trois  égalités  suivantes  : 


A.7 


■f.T.a'iJ.   d4 


— -   —  2-a-ij.K  — — 


-■ =(,UL)    A)-; 7-) 

^/7^'  'dxàt 


dx        i/T 


A(?  - 


(73) 


in  a- (A  ôi-l 
ô        Ifl 


p        <^r      \/2 

A3e !-  — 27:«=|xK' 


dt 


âf 


=  —^ ■ ^ i — ?=  (  f^  '  '  —  ^)  —^ — r  • 

\  p  <J-         ^/â  'dzd/ 

Les  deux  dernières  égalités  (73)  s'établissent  par  une  démonstra- 
tion analogue. 
Dans  ces  égalités, 

(7^)  fi  =  I-H47I£K 

est  la  pcfrnèahililé  inagnélique  du  corps  considéré  et 
(75)  D'=i-i-4to'K' 

en  est  le  pouvoir  induclcur  spécifique. 
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Chacune  dos  trois  fonctions  -f,  ç,  tc  vérifie  une  équation  aux 
dérivées  partielles  dont  le  second  membre  est  connu  lorsque  la  fonc- 
tion W  est  déterminée. 

Nous  savons,  par  le  n°  4,  que  la  traversée  d'une  des  surfaces  de 
discontinuité  du  système  n'introduit  aucune  discontinuité  dans  les 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  de  chacune  des  fonctions  XD,  "Ç,  ^. 

D'autre  part,  en  vertu  des  égalités  (24),  l'égalité  (21)  devient 

-: h  -; =  2  v/2  7:£CflV  — -—       fcOsfw,,    v)  -|-  COSfrt,.    V)] 

J«,         011^  [       \ày         dx  )  ^        .    II  y  /  \    -   .   /  1 


\  àz 


d<5>        d^ 

-5 h  -r—  =0. 

Le  magnétisme  doit  donc  se  distribuer  sur  le  système  de  telle 
façon  que  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  $  ne  subissent,  elles 
non  plus,  aucune  discontinuité  à  la  traversée  de  l'une  des  surfaces  de 
discontinuité  du  système.  Il  en  est  de  même  des  fonctions  W  et  X, 

Dès  lors,  les  égalités  (26)  nous  apprennent  que,  dans  tout  le  sys- 
tème, les  trois  fonctions  #,  (/,  3e  sont  continues  ainsi  que  leurs  dérivées 
partielles  du  premier  ordre. 

23.   Posons,  pour  abréger, 

I  p  ôx        ^^^  '  dxdt 


(76)  '    G  =  -^ -^ h  -={lxD    —  k)  , 


1  p  àz        ^"^'  'ôzdi 

Les  équations  (76)  deviennent 

l  p        dt  "^       dt- 

(77)  '   ^(1 ^  -:^  -^'^«V^'-jTF  =G, 


dt  '^        dt 

A.1C  —  *"  -T 2T.a'ix 


27raV  dX.  ,    ,.,à^X 
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Remarquons  de  siiilo  qui-,  si  |aIv'  n'est  pas  nul,  ces  équations  per- 
mettent de  clioisir  ari)itiaircment,  à  Tinslant  initial,  les  valeurs  de 

J,        (/,        OC, 

Oi  '     ()t  '    lu' 

Elles  déterminent  alors,  en  tout  point  du  système,  les  valeurs  initiales 

de 

ô-.i      &'({      (PJK 
(Jt-  '    UF'     ot- 

Multiplionspar  §dxs  les  deux  membres  de  la  première  équation  (77) 
et,  pour  le  volume  entier  du  système,  intégrons  le  résultat  obtenu; 
nous  trouvons  ainsi  l'ésTalité  suivante  : 


/  ê  A-î  c/ro  H-  2 7: «-  l  [J.K.'  i  —  \   c/nj  —  /  F ,T  dm. 


Une  intégration  par  [)arties,  porlanl  sur  le  premier  terme  du 
second  membre,  transforme  celte  égalité  en  la  suivante  : 

(:8)       „«^^j^f.(l  +  K'^)i.te 

=-/[(ë)'*(i)"-(â"-"">-(T:)']* 

Pour  les  fonctions  t,'  et  5e,  on  peut  écrire  deux  égalités  analogues. 

Supposons  qu'en  tout  point  de  la  surface  S  on  garde  à  la  fonc- 
tion Wune  même  valeur  C  indépendante  de  /,et  aux  fonctions  #, (J.Je 
la  valeur  o.  De  telles  conditions  seront  compatibles  avec  un  état 
d'équilibre  électrique  sur  tout  le  système. 

Supposons  la  constante  k  de  llelmhoUz  positive  ou  nulle,  et  le 
coefficient  de  polarisation  ¥J  positif  ou  nul  pour  tous  les  corps  du 
système.  Si  la  perméabilité  magnétique  ij.  est  négative  pour  tous 
les  corps  du  système.,  l' équilibre  électrique  est  instable  dans  les 
conditions  considérées. 
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Les  conditions  imposées  à  W  et  à  §  en  tout  point  de  la  surface  S 
font,  au  second  membre  de  Fégalité  (78),  évanouir  le  troisième 
terme. 

D'autre  part,  pour  déinonlrL-r  l'instabilité  de  Pélal  d'é(juilil)re, 
nous  pouvons  particulariser  la  perturbation  initiale. 

Si  k  est  positif,  nous  pouvons,  à  l'instant  initial,  choisir  arbitraire- 
ment, en  tout  point  du  système,  les  valeurs  de  W  et  de  ^—1  à  la  seule 
condition  de  ne  pas  contredire  à  ce  qui  a  été  supposé  aux  divers  points 
de  la  surface  S.  En  particulier,  nous  pouvons  prendre,  en  tout  point 
du  système, 

VV   =  L,  — r—  :=  O. 

dt 
Nous  savons,  alors,  qu'à  tout  instant  et  en  tout  point  du  système, 
W  sera   égal  à  C  et  ——  à  zéro,  on  sorte  que  la  quantité  F  y  sera 
constamment  nulle. 

Si  A"  est  nul,  nous  pouvons,  à  l'instant  initial  et  en  tout  point  du 
système,  prendre  arbitrairement  la  valeur  de  W,  pourvu  que  cette 
valeur  se  réduise  à  C  en  tout  point  de  la  surface  S.  En  particulier, 
nous  pouvons,  en  tout  point  du  système  et  à  cet  instant,  prendre 
W  =  C.  Alors,  en  vertu  de  l'égalité  (69),  dans  tout  le  système  et  à 
tout  instant,  nous  aurons  W  =  C,  en  sorte  que  la  quantité  F  sera 
encore  nulle. 

Si  nous  posons 

(79)  M=:/p(^^K%ff)^., 

l'égalité  (78)  se  réduira  à 


K' étant  positif  et  u.  négatif,  le  second  membre  de  l'égalité  (80)  ne 
peut  être  que  nul  ou  négatif.  D'ailleurs,  pour  que  ce  second  membre 
soit  nul,  il  faut  qu'on  ait,  en  tout  point  du  système, 

()S  à3  _  ^^  _ 

O.v         '  dy         '  t)z 

dri 
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Comme,  dans  tout  le  système,  S  est  supposé  fonction  continue 
de  x^  y,  r,  les  trois  premières  égalités  exigent  que  §  ait  même  valeur 
dans  tout  le  système;  et  comme,  sur  la  surface  L,  cette  valeur  est  zlto, 
ces  égalités  exigent  qu'on  ait,  dans  tout  le  système,  #  =  o  et,  par  con- 
séquent, (]ue  la  quantité  M  soit  égale  à  zéro. 

Dès  lors,  si  la  valeur  initiale  de  M  est  négative,  M  demeurera  sans 
cesse  négatif,  sa  valeur  absolue  sera  fonction  croissante  de  /  et  croîtra 
au  delà  de  toute  limite  avec  t. 

Or,  comme  nous  disposons  arbitrairement,  sauf  sur  la  surface  1, 

dS 
des  valeurs  initiales  de  §  et  de  -r-,   nous  pouvons  toujours  faire  en 

sorte  que  i'- — t-  K'^-^  j  soit  positif  à  l'instant  initial;  la  valeur  initiale 

de  M  est  alors  négative,  et  la  valeur  absolue  de  M  croît  au  delà  de 
toute  limite  avec  t. 

Il  faut  pour  cela  que  la  valeur  absolue  de  l'une  au  moins  des  quan- 
tités suivantes 

/  —  J-  dîs.  1  ;j.  Iv'  -'<  -r  drs. 

J    P  J  '>!■ 

ou  bien  encore  l'une  au  moins  des  deux  quantités 
croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  /. 


-T-dxs 


dl 

absolue  qui,  en  certains  points  du  système,  croît  au  delà  de  toute 
limite  avec  t.  Cette  conséquence  est  incompatible  avec  la  stabilité  de 
l'équilibre  électri(jue. 

2(i.  Supposons  maintenant  que  la  constante  k  de  Helnilioltz  soit 
égale  à  zéro;  supposons  que,  pour  tous  les  corps  du  système,  la  per- 
méabilité magnétique  f^  soit  positive  et  le  coej/icient  de  polarisation 
diélectrique  Iv'  négatif;  nous  savons  que,  sur  le  système  considéré, 
V équilibre  électrique  possède  la  stabilité  électrostatique  intégrale; 
mais  il  est  affecté  d'instabilité  électrodynamique. 

Nous  pouvons  reprendre  à  peu  près  teNtuelleniont  le  raisonnement 
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qui  précède.  La  quantité  M,  à  laquelle  nous  avons  pu  donner  une 
valeur  initiale  négative,  demeurera  sans  cesse  négative;  sa  valeur 
absolue  sera  fonction  croissante  de  l  et  croîtra  au  delà  de  toute  limite 
avec  /. 

Pour  cela,  il  faudra  que  la  valeur  absolue  de  la  quantité 


/ 


u.K'if—-djs 
at 


croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  /;  partant,  qu'au  moins  en  cer- 
tainspoints  du  système,  la  valeur  absolue  de  l'une  au  moins  des  quan- 

tités^et  -r-  croisse  au  delà  de  toute  limite  avec  /;  par  là  se  trouve 

justiiiée  la  proposition  que  nous  avons  énoncée. 

27.  Revenons  à  la  première  équation  (77);  multiplions-en  les  deux 
membres  par  -j-dtn  et  intégrons,  pour  tout  le  volume  du  système,  le 
résultat  ainsi  obtenu;  nous  trouvons  l'égalité 

I  Af-:-dvs — 7ia-— -   /  uK     --      (Vcj  —  2Tict-  /  —    -:-      rtro=  /  F-r-dBJ. 
J        àl  c/tj  '        \d/J  J   p  \dt)  J      dt 

Une  intégration  par  parties,  portant  sur  le  premier  terme  du  pre- 
mier membre,  transforme  cette  égalité  en  la  suivante 

Nous  allons  tirer  diverses  conséquences  de  celte  égalité. 
La  première  sera  la  suivante  : 

Supposons  c/ue,  pour  tous  les  corps  du  syslème,  le  coe/Jicienl  de 
polarisation  diélectrique  et  la  perméabilité  magnétique  soient 
positifs  ou  nuls.  Si  la  fonction  W  a  été  déterminée  au  préalable  ;  si 
la  valeur  de  la  fonction  S  est  connue,  à  fout  instant,  en  tout  point  de 
la  surface  1  qui  borne  le  système;  si,  à  l'instant  initial,  les  valeurs 

de  S  et  de  -^  sont  données  dans  tout  le  système,  on  ne  peut  trouver 

Journ.  de  Math.  (6°  série),  tome   \      -   l'^isr    IV.   i,,i|  J*-* 
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deux  intégrales  distinctes  de  l'équation  (77),  continues  dans  tout 
le  système  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

Chacune  des  deux  fonctions  (J  et  X  donne  lieu  à  un  théorème 
analogue. 

Supposons,  en  effet,  qu'il  existe  deux  intégrales,  f  et  f,  de  l'équa- 

lion  (77)  et  posons 

ê  ^=3" —  -■''. 

La  fonction  §  vérifiera  l'équation  en  laquelle  se  transforme  l'équa- 
tion (77)  lorsqu'on  y  fait  F  ^  o;  partant,  elle  vérifiera  ce  que  devient 
l'égalité  (81)  après  qu'on  y  a  fait  F  ^  o. 

En  chaque  point   de  la  surface  X,  on  a,  à  chaque  instant  §'  :=  §", 

partant  #^0,  ce  (jui  entraine  -—  =  o.  L'égalité  (  81  )  se  réduit  donc  à 
égalité  dans  laquelle 

D'après  l'égalité  (83),  la  quantité  N  ne  peut  jamais  être  négative. 
D'après  l'égalité  (82),  où  la  perméabilité  magnétique  u.  est  positive 
ou  nulle  pour  tous  les  corps  du  système,  la  grandeur  N  ne  peut 
jamais  être  une  fonction  croissante  de  t.  Si  donc  elle  est  nulle  à 
l'instant  initial,  elle  demeure  constamment  nulle. 

Or,  à  l'instant  initial,  on  a,  en  tout  point  du  système, 

5' =.5", 


à.r 

dt 

"  dt 

=  0, 

ce  qui  entraîne  l'égalité  à  zéro  de  la  quantité  N. 
On  a  donc,  quel  que  soit  /, 

i\  =  o. 

Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  (juon  ait,  à  tout  instant  et  en  tout 
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point  du  système, 

ojc  ôy  Oz 

Si  UL  et  Iv  sont  |)osilit"s  et  non  pas  nuls,  il  faut,  à  ces  égalités, 
joindre  l'égalité 

La  fonction  §  étant  continue  dans  tout  le  système,  les  égalités  (84) 
exigent  qu'à  un  même  instant  elle  ait,  dans  tout  ce  système,  la  même 
valeur;  or,  à  tout  instant,  elle  est  nulle  en  tout  point  de  la  sur- 
face 2;  on  a  donc,  dans  tout  le  système  et  à  tout  instant,  ^  :=  o  ou 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Si,  au  lieu  de  donner,  en  chaque  point  de  la  surface  2  et  à  chaque 

instant,  la  valeur  de  §,  on  donne  la  valeur  de  -r^»  on  peut  encore, 

avec  une  très  légère  modification,  reprendre  la  démonstration  précé- 
dente; on  obtient  les  égalités  (84);  elles  nous  apprennent  que  les 
deux  solutions  §'  et  §"  du  problème  ne  peuvent  difTérer  Tune  de 
l'autre  que  par  une  fonction  du  temps,  la  même  en  tous  les  points  du 
système.  Si,  en  outre,  ni  u.  ni  K'  n'est  égal  à  zéro,  on  peut  écrire 
l'égalité  (85),  et  cette  fonction  du  temps  se  réduit  à  une  constante. 

28.  Le  champ  électrodynainique  et  élcclromagnélique  a  pour 
composantes 

^^^'       "^"=~;^^'     ^-~^.^'-    ''-~T^~àT- 

Le  champ  électrique  total  a  pour  composantes 
X  -t-  :\;,     Y  -h  :J,     Z  -h  &. 

Imaginons  (|u'à  partir  d'un  étal  d'équilibre  on  impose  au  système 
une  perturbation  initiale,  et  qu'on  le  maintienne  ensuite  dans  des 
conditions  bien  déterminées;  si,  aux  valeurs  absolues  des  grandeurs 
qui  définissent  la  perturbation  initiale,  on  jieut  imposer  des  limites 
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supérieures  telles  que 

ne    surpasse    jamais    une    grandeur    positive    (|nolconque,     donnée 
d'avance,  on  dit  que  le  système  jouit,  dans  les  conditions  considérées, 
de  la  stabiliié  élcclrody iiainique  intégrale. 
Si,  d'une  façon  semblable,  on  peut  empêcher 


/' 


(\  -+- A-)=-+-(Y  +  .T)'-c^ro+  (Z  + t^)-]rf5i 


de  jamais  franchir  une  grandeur  positive  quelconque,  donnée 
d'avance,  on  dit  que  le  système  jouit,  dans  les  conditions  considérées, 
de  la  slal'ilité  èlcclriqup  inlégralc. 

2Î).  Supposons  la  conslanlf  de  Hebnlioltz  nnllr  on  posifice.  Con- 
sidérons un  syslème  exclusivement  formé  de  corps  dont  le  coej/i- 
cienl  de  polarisation  diélectrique  et  la  perméabilité  magnétique 
soient  positifs.  Sur  toute  la  surface  qui  borne  ce  système,  main- 
tenons à  la  fonction  potentielle  électrostatique  totale  W  une  même 
valeur  C  indépendante  du  temps.  En  chaque  point  de  cette  surface, 
à  chacune  des  fonctions  totales  de  Helniholtz,  §,  CJ,  x,  gardons 
une  valeur  indépendante  du  temps.  Ces  conditions  sont  compatibles 
avec  rétablissement  de  l'équilibre  électrodynamique. 

Nous  allons  démontrer  que  cet  équilibre  jouit  de  la  stabilité 
électrique  lorsqu'on  astreint  la  perturbation  initiale  à  une  condition 
particulière. 

Cette  condition  sera  définie  de  la  manière  suivante  : 
Si  la   constante  A"  de  Helmhoitz  est  positive,    nous  prendrons   à 
l'instant  initial,  et  en  tout  point  du  système, 

(87)  W  =  C,  -^  =  0.  -^  =  0. 

Si  la  constante  k  de  Helmhoitz  est  nulle,  nous  prendrons  à  l'ins- 
tant initial  et  en  tout  point  du  système, 

W  =  C. 

Les  conditions  données  permettent  d'attribuer  la  valeur  C  à  la 
fonction  W  en  tout  point  du  système  et  à  tout  instant;  et  ce  que  nous 


LE     PROFÎI.ÈME     GÉNÉRAL    DE    l'ÉLECTRODYNAMIQI'E.  3qi 

avons  dit  aux  n"*  17  et  22  montre  qu'on  ne  saurait  lui  attribuer 
une  autre  valeur. 

Le  champ  électrostatique  total  est  donc  constamment  nul  en 
tout  point  du  système;  le  champ  électrique  total  se  réduit  au  champ 
électrodynamique  et  électromagnétique,  la  stabilité  électrique  à  la 
stabilité  électrodynamique. 

On  a,  en  vertu  des  égalités  (8*3), 


(88) 


/<-—-'*= ï/[(i)'-(f)'-(^)>" 


ou  bien 


m  étant  la  plus  petite  valeur  de  la  perméabilité  magnétique  et  -/.'  la 
plus  petite  valeur  du  coefficient  de  polarisation  diélectrique  pour  les 
divers  corps  du  système. 

Si  donc  Q  désigne  une  quantité  positive  donnée,  pour  avoir 

(89)  A-\;^+.p+ii-^)a'ra<Q, 

il  suffira  d'avoir 

C    ...  fdÉy   ,     ,  2mx'Q 


/,K' 


Mais,  d'autre  part,  l'égalité  (82)  nous  apprend  que  la  quantité  N 
ne  peut  jamais  être  une  fonction  croissante  de  /,  en  sorte  que  si  l'on 
désigne  par  No  la  valeur  initiale  de  cette  quantité,  on  a,  quel  que 
soit  /, 

N<N„, 

ce  qui  entraîne  les  deux  inégalités 

/[(g)'-(|)--(S>^N., 

(92)  2  7ra^y/.K'(^^yrfcj<N,. 
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Laissons  de  côlé,  pour  le  moment,  l'inégalité  (<)i),  qui  nous  sera 
utile  tout  à  l'heure,  et  considérons  seulement  l'inégalité  (92).  Elle 
nous  apprend  que  nous  aurons  certainement,  quel  que  soit/,  la  pre- 
mière des    inégalités    (90),    si,    aux   valeurs    absolues   initiales  de 

c(T"    d^    d,f    d-i  ■  j      I-     -,  ■    ■  »   Il 

3— >  -T-,  -T->  -T->  nous  imposons  des  limites  supérieures  telles  (lue  nous 

à-c    (Jy    az    at  ^  '  1 

ayons 

(93)  N,<^Q. 

On  voit  ainsi  que  le  système  possède,  dans  les  conditions  consi- 
dérées, la  stabilité  électrodynami(jue  intégrale. 

ÔO.  Il  serait  souhaitable  que  la  proposition  précédente  fût  démon- 
trée sans  qu'aucune  restriction  fût  imposée  à  la  perturbation  initiale; 
mais  nous  n'avons  pu,  jusqu'ici,  obtenir  ce  résultat;  nous  ne  pourrons 
établir  la  proposition  en  (piestion,  pour  une  pertuibation  initiale 
quelconcpie,  qu'en  lui  imposant  une  restriction  d'une  autre  nature; 
nous  devrons  supposer  que  le  syslcme  soit  formé  iVun  seul  corps 
homogène. 

Nous  supposons  positif  le  coefficient  de  polarisation  diélectrique  K' 
et,  par  conséquent,  le  pouvoir  inducteur  D'  =  (  i  +  '\~t'  K). 

Si  la  constante  k  de  Helmhollz  est  nulle,  l'égalité  (G9)  nous 
permet  de  formuler  cette  proposition  : 

Aux  valeurs  absolues  des  grandeurs  qui  déterminent  la  perturbation 
électrostatique  initiale,  on  peut  assigner  des  limites  supérieures  telles 
que  les  quantités 

/(w-cr^.fe.      /(^)%/^ 

demeurent,  quel  que  soit  t,  respectivement  inférieures  à  deux  quan- 
tités positives  quelconques  données  d'avance. 

Si  la  constante  de  Helmhollz  est  positive,  cette  proposition  n'est 
plus  démontrée;  cependant,  nous  la  supposerons  vraie,  et  c'est  sous  le 
bénéfice  de  cette  supposition  que  se  poursuivra  notre  déduction. 

Posons 

(94)  T=^^^îiI^(W-C)  +  ^(f.D'_/,)^. 

P  va  "' 
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Dans  cette  formule,  C  désigne  une  constante  qui  est,  pour  le 
moment,  quelconque,  mais  qui,  tout  à  l'heure,  sera  prise  égale  à  la 
valeur  uniforme  de  W  sur  la  surface  S. 

Les  égalités  (76)  pourront  s'écrire 

.,=  -  G  =  -  „=- 

Ajoutons  membre  à  membre,  en  tenant  compte  de  ceségalités(()5), 
l'égalité  (81)  et  les  égalités  analogues  (pi'on  peut  former  pour  les 
fonctions  #  et  g.  Nous  trouvons  l'égalité  suivante,  où  nous  avons 
supposé  que  le  système  fût  formé  d'un  corps  homogène  unique, 

rfôT  d.f     OT  d(;     ôT  d:it\  _, 

Dans  cette  égalité  et  dans  celles  qui  suivront,  le  signe  4-...  désigne 
des  termes  qui  sont  relatifs  aux  deux  fonctions  ç  et  se  et  qui  ont  même 
forme  que  les  termes,  relatifs  à  la  fonction  §^  écrits  avant  ce  signe. 

Dans  cette  égalité  (96),  transformons  le  dernier  terme  du  second 
membre.  Le  système  étant  homogène,  nous  pouvons  écrire  : 

/%,  0  [dry       ()(,,'       ')X\  ^ 

H-ajT  I  — cos(N,x)-t-  -^cos(N,/)-h  —c.o^\.z)\  dl. 

Si  le  système  était  formé  de  corps  homogènes  divers,  cette  égalité 
ne  serait  plus  exacte,  car,  en  vertu  de  sa  définition  (94),  la  fonc- 
tion T  varie  d'une  manière  discontinue  lorsque  le  point  auquel  elle  se 
rapporte  traverse  la  surface  de  contact  de  deux  corps  dilléients. 

D'après  l'égalité  (3o),  nous  avons 

/•.,,  <)  [0^      d\;       dX\  ,  .  /',  d-\\  , 
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Dans  le  second  membre  de   celte  égalité,  remplaçons  T  par  son 
expression  (94),  et  nous  trouvons  successivement 


./ 


T  —    ^ 1-  -r-  -t-  -:—    dis 

Ot  \  dx        dy         dz  J 

d-W 


sl-i  (^tJ   \  \  <^'-  J  P  f^'  J 

Supposons,  désormais,  que  les  valeurs  de  ^,  (J,  ."K  soient  inaiiitenues 
constantes  en  chaque  point  de  la  surface  X;  nous  aurons,  à  chaque 
instant  et  en  chaque  point  de  celte  surface, 

,    ,  d.i  oq  <)3e 

(00)  —-  =  o.  — ^  —  o,  — —  =  o. 

^-"^  dt  dl  dt 

Réunissons  toutes  les  égalités  (96)  à  (99),  et  posons 
Nous  trouverons 

La  quantité  k  est  supposée  nulle  ou  positive;  la  quantité  p.  est  sup- 
posée positive;  partant,  au  second  ineinhip  de  l'égalité  (loi),  le 
premier  lerme  ne  peut  être  que  nul  ou  négatif,  en  sorte  (]u"on  a  Fine- 
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galité 

Dans  cette  inégalité,  l'indice  o  désigne  la  valeur,  à  l'instant  initial, 
de  la  quantité  qu'il  affecte. 

La  quantité  K'est  supposée  positive;  la  quantité  P  ne  peut  être  que 
positive  ou  nulle;  il  en  est  forcément  de  même  du  second  membre  de 
rinégalité  (102),  en  sorte  que  ce  second  membre  est  égal  à  sa  valeur 
absolue. 

D'ailleurs,  si  l'on  regarde  ce  second  membre  comme  la  somme 
algébrique  d'un  certain  nombre  de  termes,  sa  valeur  absolue  sera  au 
plus  égale  à  la  somme  arithmétique  des  valeurs  absolues  de  ces  termes. 

Enfin  les  deux  égalités 


dt 
Ot  ' 


j(W-c,-!^]=  =  ,w-c,.^(i;^^)'-.OV-c,. 

dont  les  premiers  membres  ne  peuvent  être  négatifs,  nous  montrent 
que  la  valeur  absolue  du  produit2  (W— C)  -7-  est  au  plus  égale  à 

Eu  vertu  de  ces  diverses   remarques,    l'inégalité  (102)  entraîne 
celle-ci  : 

(io3)  V<V,-r■■2^PiT.ai^  Uw.—  Cydx;, 

d\\'\- 


-^('-i'"-'-'-i---t-)/(^)> 

-i-2v/2  7:rt£'^    I(\\—C,'(/UJ 


A|.aD'-/,l  +  4-s'^)    /  (^Unr. 


^'^f)f^ 


Dans  cette  inégalité,  ju.  D'  —  /i  |  désigne  la  valeur  absolue  de  (uiD—  A). 

Journ.  de  Math.  (6*  série),  lome  X.  —  Kusc.  IV,  1914  ■^^ 
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La  proposition  que  nous  voulons  établir  sera  évidemment  démon- 
trée si  nous  démontrons  ceci  : 

Aux  valeurs  absolues  des  données  initiales,  tant  électrostatiques 
qu'éleclrodynamiques,  nous  pouvons  imposer  des  limites  supérieures 
telles  que  P  ne  surpasse  jamais  une  quantité  positive  A,  ([uelconque 
d'ailleurs,  donnée  d'avance. 

Or  nous  avons  admis  qu'aux  valeurs  absolues  des  données  élec- 
trostatiques initiales,  on  pouvait  imposer  des  limites  supérieures  telles 
que  les  deux  quantités 

demeurassent  toujours  respectivement  inférieures  à  deux  quantités 
positives  quelconques  données  d'avance.  On  pourra  donc,  à  cesvaleurs 
absolues  des  données  électrostatiques  initiales,  imposer  des  limites 
supérieures  telles  qu'on  ait,  quel  que  soit  /, 

P   J  ^ 

et,  en  particulier, 

isflT.aî^  f{\Y,—  C)-du,<j, 

Dès  lors,  l'inégalité  (  io3)  nous  permet  d'énoncer  cette  proposition  : 
Pour  être  assuré  d'avoir,  quel  que  soit  (,  l'inégalité 

(■04)  P  =  A, 

il  suffit  d'imposer  aux  valeurs  absolues  des  données  électrodyna- 
miques initiales  des  limites  supérieures  telles  qu'on  ait 

(io5)  P„<:^- 

Ainsi  se  trouve  établie  la  stabilité  que  nous  voulions  justifier. 
51.  Toutes  les  fois  que,  pour  un  système,  on  a  démontré,  d'une 


àwy- .    ,  A 
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part,  la  stabilité  électrostatique  intégrale  et,  d'autre  part,  la  stabilité 
électrodynamique  intégrale,  la  stabilité  électrique  intégrale  se  trouve, 
par  là  même,  établie  pour  ce  système. 
On  a,  en  effet, 

(X  +  -V.)'=2X=+2-X.=  -(X  — -W)' 

et,  par  conséquent, 

(X  +  .\V)'<2X^+  2-V.'. 

Cette  inégalité  et  deux  inégalités  analogues  permettent  d'écrire 

f[{X  -H  •\.)'+  (Y  -f- .T)'+  (Z  +  %>y]dw 

■^■2  f{X-  -^  \'  -h  Z-)  c/zs  -h  2  f{.\.'-i-:r^-^  i'-)dzn. 

Si  le  système  jouit  de  la  stabilité  électrostatique  intégrale,  on  peut 
limiter  supérieurement  les  valeurs  absolues  des  données  initiales  de 
telle  manière  que  la  première  intégrale  du  second  membre  demeure 
inférieure  à  n'importe  quelle  quantité  positive  donnée  d'avance;  si  le 
système  jouit  de  la  stabilité  électrodynaniique  intégrale,  on  peut 
limiter  supérieurement  les  valeurs  absolues  des  données  initiales  de 
telle  manière  que  la  seconde  intégrale  du  second  membre  demeure 
constamment  inférieure  à  n'importe  quelle  quantité  positive  donnée 
d'avance;  si  donc  le  système  possède,  à  la  fois,  ces  deux  stabilités,  on 
peut,  aux  valeurs  absolues  des  données  initiales,  imposer  des  limites 
supérieures  telles  que  l'intégrale  du  premier  membre  demeure  tou- 
jours inférieure  à  n'importe  quelle  quantité  positive  donnée  d'avance; 
c'est  précisément  ce  qui  définit  la  stabilité  électrique  intégrale. 

Ce  théorème  peut  être  appliqué  au  système  qui  a  été  étudié  au  n"  50. 

52.  En  un  point  quelconque  du  système,  il  résulte  des  égalités  (s/j) 
que  le  champ  magnétique  a  pour  composantes 

_    dV  _  ££^  /d^  _  ^ 


'àl'~^2\à-r        dy 


SqS  p.   duhem. 

Si  l'on  applique  à  ces  égalités  (io6)  les  calculs  qui,  des  éga- 
lités (2!i),  ont  tiré  les  égalités  (29),  on  trouve,  en  tenant  compte  de 
régalilé(7/4), 

,       ,  e  I  à^        dX.\ 

■  fx  \()x         av ; 

Dans  des  conditions  données,  compatibles  avec  l'équilibre  magné- 
tique, un  système  possède  la  stabilité  magnétique  intégrale  si,  aux 
valeurs  absolues  des  données  initiales,  tant  électrostatiques  qu'élec- 
trodynamiques,  on  peut  imposer  des  limites  supérieures  telles  que 
l'intégrale 

(108)  J  r=  f(-<y--^-Ori-'-h^-)dT^ 

demeure   toujours  inférieure    à   une  quantité  positive  quelconque, 
donnée  d'avance. 

La  première  égalité  (107)  donne 


D'ailleurs  l'éga 

lité 

i"-  fàX      dqy- 
S^-  l>.-\  ûy        dz  j  ' 

/dX 

\àY 

dÇïV- 
dzl 

='(fy-©'-(f-f 

rmet  d'écrire 

j  âX 

-g) -(^y -(§)■■ 

pe 


Si  l'on  désigne  par  m  la  plus  petite  valeur  prise,  dans  le  système, 
par  la  perméabilité  magnétique  p.,  que  nous  supposons  positive, 
l'égalité  (108)  nous  donnera  l'inégalité 

et  a  fortiori 

'-'      ^=s/[(ë)'-0-(i)'--:h- 
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On  voit,  dès  lors,  que  le  syslème  étudié  au  n°  29  possède  la  stabi- 
lité magnétique  intégrale. 

L'inégalité  (91),  en  effet,  nous  apprend  qu'on  a,  quel  que  soit  /, 

/i;(ër-(fy-(ii>=^.. 

l\„  étant  une  quantité  positive  qu'on  peut,  en  limitant  supérieure- 
ment les  valeurs  absolues  des  données  électrodynamiques  initiales, 
rendre  aussi  petite  qu'on  voudra.  On  peut  d'ailleurs,  pour  chacune 
des  deux  quantités  S  et  (j",  établir  une  inégalité  analogue  à  l'iné- 
galité (91). 

Le  système  étudié  au  n°  30  possède  également  la  stabilité  électro- 
magnétique intégrale.  Nous  avons  vu,  en  effet,  qu'en  limitant  supé- 
rieurement les  valeurs  absolues  des  données  initiales,  tant  électrosta- 
tiques qu'électrodynamiques,  on  pouvait  faire  qu'on  eût,  quel  que 
soit  t,  l'inégalité 

(io4)  P<A, 

où  A  est  une  quantité  positive  quelconque  donnée  d'avance. 

D'après  l'expression  (100)  de  P,  cette  inégalité  (104)  entraîne 
celle-ci  : 

qui  assuiL-  la  stabilité  magnétique  intégrale. 


CHAPITRE  IV. 

ÉTUDE    l)'l  N    SYSTÈME    FORMÉ    DE    COUPS    PtltKMKNT    CONDUCTEURS. 

55.  Si  les  corps  qui  composent  le  système  sont  des  corps  purement 
conducteurs,  incapables  de  toute  polarisation  diélectrique,  ou  bien 
encore  si  ce  sont  des  corps  purement  diélectriques,  privés  de  toute 
conductibilité,  les  démonstrations  exposés  aux  deux  Chapitres  précé- 
dents requièrent  certaines  modifications  que  nous  nous  proposons 
d'indiquer  d'une  façon  rapide  dans  ce  Chapitre  et  dans  le  suivant. 


<) 

<)Y         à    ()Y 

4712'   dY        :'i7t£   dr_ 

()/l, 

()t        On-,   dl 

p,     d«,          p,    On^ 
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Nous  considérerons  d'abord  le  cas  où  le  système  est  exclusivement 
formé  de  corps  purement  conducteurs. 

La  fonction  potentielle  électrostatique  totale  A\  se  réduit  à  la 
fonction  potentielle  Y  des  charges  électriques  distribuées  sur  le 
système. 

En  tout  point  d'un  corps  homogène  appartenant  au  système,  cette 
fonction  Y  vérifie  l'équation  aux  dérivées  partielles 

.  dY       [\Tii'  .^,       i^R-Kak  d-Y 

(no)  A—  +  -^ Al i rF"=°' 

^  àl  p  p  <)t- 

à  lacpicllo  se  réduit  l'équation  (  3  i  ).  En  tout  point  de  la  surface  de 
contact  entre  deux  corps  homogènes,  cette  fonction  vérifie  la  relation 

("0 

à  laquelle  se  réduit  la  relation  (33). 

Si  la  constante  /(•  de  Helmholtz  n'est  pas  nulle,  on  peut,  à  l'instant 
initial,  choisir  arbitrairement,  en  tout  point  du  système,  les  valeurs 

de  Y  et  de  —,  sous  la  condition,  toutefois,  que  l'égalité  (iii)  soit 

vérifiée  en  tout  point  des  surfaces  de  discontinuité. 

Quant  au  cas  où  la  constante  k  de  Helmholtz  serait  nulle,  il  est 
inutile  de  l'examiner  en  particulier;  ce  qui  a  été  dit  au  n"  21  peut 
être  répété  ici  après  qu'on  y  aura  fait 

K'  =  o,        W  =  T. 

Multiplions  par  -y  da  les  deux  membres  de  l'équation  (  1 1  o),  inté- 
grons pour  le  volume  entier  du  système,  et  transformons  l'intégrale 
au  moyen  d'intégrations  par  parties  où  il  sera  tenu  compte  de  la  rela- 
tion (  I  I  I  )  ;  nous  trouverons  l'égalité 

_  f  (_à_  àY       4££^  àY  \  dY 
J   [on   Ot  '^     p     on)  dl  '"' 
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Supposons  qu'en  chaque  point  de  la  surface  1,  borne  du  système, 
la  quantité  Y  garde  une  valeur  indépendante  du  temps;  alors, 
en  tout  point  de  la  surface  1,  -j-  sera  nul.  Posons 

L'égalité  (112)  deviendra 

^"^^  ^  —f[{£^Ï  ^  {^J^  (Si)"]  ^"- 

Le  second  membre  de  l'égalité  (ii4)  ne  peut  être  que  nul  ou 
négatif;  pour  qu'il  s'annule  d'ailleurs,  il  faut  que -^  soit  nul  en  tout 
point  du  système  et,  dans  ce  cas,  J  est  forcément  nul  ou  positif.  On 
voit  donc  que,  si  la  valeur  initiale  de  J  est  négative,  J  demeurera 
constamment  négatif,  et  sa  valeur  absolue  croîtra  au  delà  de  toute 
limite  avec  t. 

Or  si  la  constante  k  de  Helmholtz  est  négative,  on  peut  toujours 
faire  en  sorte  que  la  valeur  initiale  de  J  soit  négative;  il  suffit,  à 
l'instant  initial ,  de  prendre,  en  tout  point  du  système, 

dT    , 

On  voit  donc  que,  si  la  constante  de  Helmholtz  est  ncgatàe,  le 
système  est  affecté  d'instabilité  électrostatique. 

Si  la  constante  de  Helmholtz  est  positive  ou  nulle,  J  ne  peut  jamais 
être  négatif;  alors,  à  partir  d'une  valeur  initiale  positive,  J  ne  peut 
jamais  croître.  On  en  conclut  sans  peine  cette  proposition  :  Lorsque 
la  constante  de  Helmholtz  est  positive  ou  nulle,  le  système  jouit  de 
la  stabilité  électrostatique  intégrale. 

Enfin  l'égalité  (ii4)  permet  d'établir  cette  autre  proposition  : 

Si  la  valeur  de  Y  est  donnée,  à  tout  instant,  en  tout  point  de  la 
surface  qui  borne  le  système;  si,  à  l'instant  initial,  les  valeurs  de  Y 
et  de— sont  données  en  tout  point  du  système;  si,  d'autre  part, 
la  constante  de  Helmholtz  est  positive,  on  ne  peut  trouver  deux  solu- 
tions continues  distinctes  des  équations  (  1 10)  e/  (  1 1 1  )• 


4o2  P.     DUIIEM. 

34.  Les  équations  (77),  que  doivent  vérifier  les  fonctions  ^",  g,  3C, 
se  réduisent  ici  à 

I  p         dt  ' 

p         dt 

Elles  permettent  de  se  donner  arbitrairement  les  valeurs  initiales  de 

^,  ç,  3e:  les  valeurs  mitiales  de  -t->  -rr'  -r-  sont  alors  déterminées. 
'  '      '  dt    dt     dt 

Multiplions  la  première  de  ces  équations  par  Sduj    et  intégrons 

pour  le  volume  entier  du  système;  nous  obtenons  une  égalité  qui  se 

transforme  aisément  en  la  suivante  : 


f  dm 


Supposons,  en  premier  lieu,  qu'en  chaque  point  de  la  surface  l 
qui  limite  le  système,  chacune  des  fonctions  ^,  (J,  3C  soit  constam- 
ment nulle;  au  second  membre  de  l'égalité  (116),  le  second  terme 
disparait. 

Supposons,  en  second  lieu,  que  la  fonction  Y  soit  maintenue  con- 
stamment égale  à  zéro  en  tout  point  de  la  surface  il;  (|u"à  l'instant 
initial  on  prenne,  dans  tout  le  système,  Y  =  o,  et  en  outre,  si  la  con- 
stante A-  n'est  pas  nulle,  — -  =  o.  Si  la  constante  A-  est  nulle  ou  posi- 
tive, Y  demeurera  constamment  nul  en  tout  point  du  système,  il  en 
sera  de  même  de  F,  G,  H.  D'où  la  conclusion  suivante  :  Au  second 
membre  de  Fégalité  (116),  le  second  terme  disparait. 

L'égalité  (116)  devient,  dans  ces  conditions, 


(-17) 


^"m^'^-im-m-mv- 
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Cette  égalité  nous  permet,  en  premier  lieu,  de  démontrer  la  pro- 
position suivante  : 

Si  la  perméabilité  magnétique  u.  est  négative  pour  tous  les  corps 
du  système,  ce  système  est  ajj^ecté  d'instabilité  électrodynamique. 

En  effet,  le  second  membre  de  l'égalité  (  i  17)  est  négatif  ou  nul. 
Pour  qu'il  soit  nul  à  un  certain  instant,  il  faut  qu'on  ait,  en  tout  point 
du  système  et  à  ce  même  instant, 


d.J 

dS 

rf.f 

dx 

=  0, 

;j7^°' 

<)i 

Il  faut  donc  qu'à  cet  instant  la  fonction  continue  $  ait,  dans  tout 
le  système,  une  même  valeur;  cette  valeur  ne  saurait  être  que  la 
valeur  o  prise  par  cette  fonction  en  tout  point  de  la  surface  i!.  Ainsi 
la  quantité 

doit  s'annuler  à  tout  instant  où  le  second  membre  de  l'égalité  (117) 
prend  la  valeur  o. 

Si  la  valeur  initiale  de  §  n'est  pas  identiquement  nulle  dans  tout  le 
système,  la  valeur  initiale  de  l'intégrale  considérée  est  forcément 
négative,  puisque  la  perméabilité  u.  est  négative  pour  cbacun  des 
corps  du  système;  sa  valeur  absolue  va  donc  croître  au  delà  de  toute 
limite  avec  t,  ce  qu'on  peut  regarder  comme  une  marque  de  linsla- 
bilité  électrodynamique  du  système. 

L'équation  (117)  va  nous  fournir  la  démonstration  d'un  autre 
théorème. 

Supposons  que  la  fonction  V  ait  été  déterminée  sans  ambiguïté 
pour  tout  instant  et  en  tout  point  du  système; 

Supposons  que  la  valeur  de  §  soit  donnée,  à  tout  instant,  en  tout 
point  de  la  surface  ^  qui  borne  te  système,  et  en  tout  point  du  sys- 
tème à  l'instant  initial. 

Si  la  perméabilité  magnétique  a  est  positive  pour  chacun  des 
corps  qui  composent  le  système,  la  première  équation  {iiô)  ne  peut 
admettre  deux  intégrales  continues  distinctes. 

Journ.  de  Math.  (6'  série),  tome  X.  —  Fasc.  U,  lyi'i-  *- 
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Imaginons,  en  effet,  qu'elle  en  admette  deux,  ^',  §",  et  posons 

^  =  #"— J'. 

Chacune  des  deux  fonctions  #',  #"  est  une  fonction  continue  q^ui 
vérifie  la  première  équation  (  1 15),  la  valeur  de  F  étant,  pour  toutes 
deux,  la  même;  S  est  donc  une  fonction  continue  qui  vérifie  ce  que 
devient  la  première  équation  (  i  i  5)  quand  on  y  fait  F  =  o. 

#'  et  f  prenant  la  même  valeur  en  chaque  point  de  la  surface  S, 
#  est  constamment  égal  à  zéro  en  tout  point  de  cette  surface. 

#  vérifie  donc  l'équation  (117). 

f  et  f  prenant  la  même  valeur  initiale  en  chaque  point  du  système, 
la  valeur  initiale  de  ^  est  nulle  en  tout  point  du  système. 

La  perméabilité  magnétique  jj.  étant  positive  en  tout  point  du 
système,  la  quantité 


J] 


dont  la  valeur  initiale  est  nulle,  ne  peut  jamais  devenir  négative. 
D'autre  part,  d'après  l'égalité  (117),  elle  ne  peut  jamais  être  une 
fonction  croissante  de  /.  Elle  demeure  donc  constamment  nulle. 

Pour  cela,  il  faut  et  il  suffit  que  $  soit  égal  à  zéro  à  tout  instant,  en 
tout  point  du  système.  Partant,  f  ne  diffère  jamais  de  jf". 

Une  dernière  proposition  nous  est  fournie  par  l'inégalité  (117). 

Sur  la  sur/ace  S  qui  borne  le  système^  la  fonction  Y  garde 
constamment  une  même  valeur  C  et  les  fonctions  §,  cj,  3C  sont  main- 
tenues égales  à  zéro. 

La  perturbation  électrostatique  initiale  est  nulle,  de  telle  façon 
que,  dans  tout  le  système,  Y  demeure  constamment  égal  à  C. 

Si  la  perméabilité  magnétique  est  positive  pour  chacun  des  corps 
du  système,  on  peut,  aux  valeurs  absolues  des  grandeurs  qui 
déterminent  la  perturbation  électrodynamique  initiale,  assigner 
des  limites  supérieures  telles  que 


J 


{r-+cp-hK')da 


ne    surpasse  jamais    une    quantité    positive    quelconque    donnée 
d'aisance. 
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On  peut  regarder  cette  propriété  comme  la  marque  d'une  certaine 
stabilité  électrodynamique  intégrale,  mais  non  pas  de  celle  qui  a  été 
définie  au  n°  28. 

3rt.  On  peut  se  demander  si  la  proposition  précédente  subsiste  dans 
le  cas  où  la  perlurbalion  électrostatique  initiale  n'est  pas  identique- 
ment nulle.  Nous  allons  démontrer  que  cette  proposition  subsiste 
pourvu  que  les  deux  conditions  suivantes  soient  vérijiées  : 

\°  Le  système  se  compose  d^un  corps  homogène  unique; 

1°  La  perméabilité  magnétique  de  ce  corps  nest  pas  inférieure  à 
la  constante  k  de  Helmholtz. 

Ajoutons  membre  à  membre,  en  effet,  l'égalité  (ii6)  et  les  deux 
égalités  analogues  qu'on  peut  former  pour  les  deux  fonctions  (J  et  5C; 
tenons  compte,  en  outre,  des  égalités  (gS);  nous  obtenons  une 
égalité  que  l'homogénéité  du  corps  permet  de  transformer  en  la  sui- 
vante : 
(ii8)  1:0'-^  ^   f{r--hCf--i-X'-)d:s 

'd.iy     l'âjr-     fdSy 


-/[ 


dris 


'^^^^^X^^ 


\dx    '    dy    '     dz  ) 
/î4i-Tcos(N,x)]-....|.i. 


Tenons  compte  maintenant  des  égalités  (i3),  (16),  (25)  et  (26) 
qui  nous  donnent  ici 

dj_       àj[       dX__^  ^dT 
dl  '^  dj'  '^    à:  ^  dt' 

Invoquons  également  l'égalité  (94),  après  y  avoir  remplacé  W  par  Y 
et  D'  par  l'unité  ;  nous  trouverons 

r^fd^       dq      ôX\   , 

=  -^/2^:/>as'^  '-L  Hy  -  Cf  dis 
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Si,  comme  nous  le  supposons,  les  fonctions  ,T,  ()',  3e,  sont  main- 
tenues constamment  nulles  en  tout  point  de  la  surface  1,  les  égalités 
(i  i8)  et  (  119)  donnent  l'égalité 

(120)    r.a^  ^  I  \a{P-h(f-hX'-)-^<^/2/(E'(X  —  Cy-]da! 

Si,  comme  nous  l'avons  supposé,  la  constante  A"  est  nulle  ou  posi- 
tive, si  elle  ne  surpasse  pas  la  perméabilité  magnétique  p:,  le  second 
membre  de  cette  égalité  (  120)  ne  peut  jamais  être  négatif.  On  établit 
aisément  alors  la  proposition  énoncée. 

En  outre,  si  la  constante  A  est  positive,  on  démontre,  à  laide  de 
cette  égalité  (  120),  la  proposition  que  voici  : 

On  peut  limiter  supérieurement  les  valeurs  absolues  des  grandeurs 
qui  déterminent  la  perturbation  initiale  de  toile  manière  que  l'inté- 
grale 

hï-cy-di^ 

ne  surpasse  jamais  une  quantité  positive  quelconque  donnée  d'avance. 

36.  Pour  un  système  exclusivement  formé  de  corps  conducteurs 
purs,  on  peut  encore  écrire  l'équation  ("^i),  après  y  avoir  remplacé  K' 
par  o.  Dans  les  conditions  où  l'équation  (81)  se  réduit  à  l'égalité  (82), 
nous  pourrons  écrire  ici  : 

avec 

L'égalité  (  121)  nous  permet  de  démontrer  trois  propositions  dont 
voici  la  première  : 

En  tout  point  de  la  surface  11  qui  borne  le  système,  on  maintient 
à  la  fonction  Y  une  valeur  uniforme  et  constante  C.  En  tout  point 
de  cette  même  surface,  les  trois  fondions  f,  y,  3C  sont  maintenues 
égales  à  zéro. 
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5/  la  constante  k  de  Helmholtz  est  positive  ou  nulle  et  si  la  per- 
méabilité magnétique  est  négative  pour  tous  les  corps  du  système, 
l'équilibre  électrique  qui  correspond  à  ces  conditions  est  affecté 
d'instabilité  électrodynamique. 

Supposons  nulle  la  perturbation  électrostatique  initiale;  comme 
la  constante  /{  est  supposée  positive  ou  nulle,  on  sera  assuré  que  la 
fonction  Y  garde,  sans  cesse  et  dans  tout  le  système,  la  valeur  C. 

L'égalité  (120)  se  réduira  à  la  forme  (121). 

Le  second  membre  de  l'égalité  (121)  ne  peut  être  que  nul  ou  positif. 

Pour  que  le  second  membre  s'annule,  il  faut  qu'on  ait,  en  tout  point 
du  système, 

d3 

-r-  =  O. 

dl 

Eu  vertu  de  la  première  égalité  (ii5),  où  F  est,  ici,  égal  à  zéro, 
cette  égalité  ne  peut  avoir  lieu  à  un  instant  donné,  en  tout  point  du 
système,  à  moins  qu'on  n'ait  en  même  temps 

A-f  :=  O. 

Mais  comme  i  est  nul  en  tout  point  de  la  surface  qui  borne  le  sys- 
tème, .?  ne  peut,  en  tout  point  de  ce  système,  vérifier  l'équation  de 
Laplace,  à  moins  d'être  nul  en  tout  point  du  système,  cas  auquel  on  a, 
en  tout  point  du  système, 

dS  di  di 

T—  =  o,  -r-  r=  O,  -T-  =  o. 

ox  dy  dz 

Si  donc,  le  second  membre  de  l'égalité  (121  )  s'annule  à  un  instant 
donné,  N  s'annule  au  même  instant.  On  en  conclut  sans  peine  que  N 
croîtra  au  delà  de  toute  limite  avec  /  si  sa  valeur  initiale  est  positive. 

Or,  pour  valeur  initiale  de  #,  prenons  une  quantité  qui  ne  soit  pas 
identiquement  nulle  dans  tout  le  système.  Comme  i  est  nul  sur  la 
surface  qui  borne  le  système,  ^  n'aura  pas,  à  l'instant  initial,  même 
valeur  dans  tout  le  système  et  l'on  n'aura  pas,  à  cet  instant,  en  tout 
point  du  système, 

di  __  à^  _  à^  _ 

dx  ~    '         dy  ~    '         dz  ~    ' 
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Lii  valeur  initiale  de  N  sera  donc  positive;  N  croîtra  au  delà  de 
toute  limite  avec  t,  ce  que  nous  pouvons  regaider  comme  une  marque 
d'instabilité  électrodynamique. 

Notre  second  théorème  sera  celui-ci  : 

Supposons  la  perméabilité  magnétique  positive  pour  tous  les 
corps  qui  composent  le  système. 

Si  la  fonction  Y  est  connue,  à  tout  instant,  en  tout  point  du  sys- 
tème; si  les  fonctions  §,  (j,  3e  sont  données,  à  tout  instant,  en  tout 
point  de  la  surface  qui  borne  le  système,  et,  à  l'instant  initial,  en 
tout  point  du  système,  aucune  des  équations  (  1 15)  n<?  peut  admettre 
deux  intégrales  continues  distinctes. 

Gardons  les  notations  dont,  au  n°  54,  nous  avons  fait  usage  pour 
démontrer  ce  même  théorème. 

La  fonction  §  vérifie  l'égalité  (121)  dont  le  second  membre  ne  peut 
être  que  nul  ou  négatif;  la  quantité  N,  qui  ne  peut  être  que  nulle  ou 
positive,  ne  peut  surpasser  sa  valeur  initiale.  Or,  à  l'instant  initial, 
§  est  nul  en  tout  point  du  système  ;  il  en  est  donc  de  même  de 

^      (W      ()£ 

c'.r       dy       ôz 

La  valeur  initiale  de  N  est  o.  Dès  lors.  N  est  constamment  nul. 
Partant,  on  a,  à  tout  instant,  en  tout  point  du  système, 

dS  d't  àrf 

—-  =  o,  -j-  =  o,  -—  =  o, 

dx  ay  c'- 

en sorte  qu'à  chaque  instant  la  fonction  continue  ^  a  même  valeur 
en  tout  point  du  système;  mais  cette  valeur,  qui  doit  être  zéro  en  tout 
point  de  la  surface  qui  limite  le  système,  ne  peut  être  partout  que 
zéro.  On  a  donc,  en  tout  point  du  système  et  à  tout  instant, 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
Voici  enfin  notre  troisième  proposition  : 

Supposons  positive  ou  nulle  la  constante  de  Helmholtz. 
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Supposons  positive  la  perméabilité  magnétique  de  chacun  des 
corps  du  système. 

Imaginons  qu'en  tout  point  de  la  surface  qui  borne  le  système 
la  fonction  Y  garde  une  valeur  uniforme  et  constante  C,  et  que  les 
trois  fonctions  §,  g,  X  restent  constamment  égales  à  zéro. 

Pour  toute  perturbation  initiale  qui  n'altère  ni  Y  ni  (si  k  est 
positif)  —,  r équilibre  compatible  avec  ces  conditions  possède  la 
stabilité  magnétique  intégrale. 

Dans  ce  cas,  en  effet,  Y  demeure  constamment  égal  à  C,  et  F,  G 
et  H  à  zéro.  On  peut  écrire  Fégalité  (121).  Celle-ci  nous  apprend 
que  N  ne  peut  jamais  surpasser  sa  valeur  initiale.  De  ce  résultat  les 
considérations  développées  au  n°  52  permettent  de  tirer  la  propo- 
sition énoncée. 

De  l'égalité  (121)  nous  pouvons  également  conclure  que  la  pre- 
mière des  trois  quantités 

/?(#/"-  im"-  nm^- 

tend  vers  zéro  lorsque  /  croît  indéfiniment;  il  en  va  naturellement  de 
même  des  deux  autres.  On  peut,  si  l'on  veut,  regarder  celte  propriété 
comme  constituant  une  certaine  espèce  de  stabilité  éleclrodynamique 
intégrale;  mais  cette  stabilité  n'est  pas  identique  à  celle  qui  a  été 
définie  au  n°  28. 

Les  résultats  qui  ont  été  établis,  en  dernier  lieu,  au  sujet  de  la  sta- 
bilité magnétique  et  de  la  stabilité  éleclrodynamique,  peuvent  être,  à 
l'aide  d'une  démonstration  semblable  à  celle  (jui  a  élé  donnée  au  n°  50, 
afl'ranchis  de  toute  restriction  relative  à  la  perturbation  initiale.  En 
revanche,  il  faut  alors  supposer  le  système  formé  d'un  seul  cor{)s 
homogène,  et  admettre  les  deux  postulats  qui  ont  élé  énoncés  au 
11°  50.  De  ces  deux  postulais  il  en  est  un  qui  peut  ici,  comme  nous 
l'avons  vu  au  numéro  précédent,  être  justifié,  du  moins  si  la  constante 
de  Helmholtz  ne  surpasse  pas  la  perméabilité  magnétique  du  corps 
qui  constitue  le  système. 
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CHAPITRK  V. 

ÉILUE    d"uN    système    FORMÉ    DK    CORPS    l'LRKMEM'    DIÉLECTRIÇIIES. 

57.  Nous  allons  maintenant  étudier  un  système  formé  de  corps 
dénués  de  toute  conductibilité;  pour  chacun  de  ces  corps,  la  résis- 
tance spécifique  p  sera  infinie. 

Dans  un  tel  système,  la  fonction  potentielle  électrostatique  totale 
W  se  réduit  à   la  fonction  potentielle  Y'  de  la  polarisation  diélec- 
trique. L'équation  (32),  vérifiée  en  tous  les  points  du  système,  se 
réduit  à 
(123)  (i  +  47r£'K')A\'—  2  v'27rrt/.Iv'  -r-^-  =  o. 

L'équation  (34),  vérifiée  en  tout  point  de  la  surface  de  contact  de 
deux  corps  homogènes,  devient 

(i2/i)  (i-t-47:£'K',  )  —  -t-(,-H47:£'K,,)— =  0. 

Ce  sont  là  les  équations  qui  doivent  servir  à  déterminer  la  fonc- 
tion V. 

A  l'instant  initial,  on  pourra,  si  la  constante  k  de  Helmlioltz  n''esl 
pas  nulle,  choisir  arbitrairement,  dans  tout  le  système,  les  valeurs 

de  V'  et  de  ^)  sous  la  réserve  que  l'égalité  (124),  et  celle  qu'en 

déduit  une  dilTérentiation  par  rapport  à  t,  soient  vérifiées;  sous  la 
réserve  aussi  que  soit  vérifiée  la  condition  imposée  à  la  fonction  ^  '  en 
tout  point  de  la  surface  qui  limite  le  système. 

58.  Multi[)lioiis  par  VVfo  les  deux  membres  de  l'égalilé  (  I23)  et, 
pour  le  volume  entier  du  système,  intégrons  le  résultat  obtenu  ;  nous 
parviendrons  à  une  égalité  (ju'il  est  aisé  de  transformer  en  la  suivante  : 

j  (i  -h  4Tit'  is.')\"  1\'  dn:!  -i-  7.\/'2  r.n/,  f  ^'(^r)  dm—2\Jn:alc^  j  W\'  —  dw. 
Cette  égalité    peut,    à    son    tour,    moyennant   Fégalilé   (124),   se 
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Iransfornier  en  la  suivante  : 


/0  +  47:E'K')V'^rfv. 


-2^r.a/cK'(^^y\^drn 


D'autre  part,  multiplions  par  rfro  les  deux  membres  de  l'éga- 
lité (  123)  et  intégrons  pour  le  volume  entier  du  système;  en  vertu  de 
l'égalité  (124)  l'égalité  obtenue  se  transformera  en  celle-ci  : 

(126)  i\/2r.ak—  |k'  — f/ro  =  —  j  (i  +  ftr.c'K') —dl. 

De  l'égalité  (i25)  retranchons  membre  à  membre  l'égalité  (126), 
après  avoir  multiplié  les  deux  membres  de  celle-ci  par  une  constante 
quelconque  C.  Nous  trouverons  l'égalité 


-2^r.akK'(-j-)   [dm 


./■'. 


!^r.B'K'){\'-C)^dl. 


Supposons  ou  bien  que  la  fonction  V  garde,  en  tout  point  de  la 
surface  qui  borne  le  système,  une  valeur  uniforme  et  constante  C, 
ou  bien  que  le  champ  électrique  soit,  en  tout  point  de  cette  surface, 
maintenu  constamment  nul.  Ces  hypothèses  sont  compatibles  avec 
l'établissement  d'un  état  d'équilibre  électrique. 

Si,  pour  chacun  des  corps  du  système,  les  deux  inégalités 

(128)  i-h^r.i'K'>o, 

(129)  /.■K'<o 

sont  i:érifiées,  cet  équilibre  est  instable. 

Journ.  de  Math.  (6*  séiie),  tome  X.  —  Fasc.  IV,  igi'i.  3-J 
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Kn  elTel.  au  second  membre  de  réi^alité  (127),  le  second  terme 
disparaît  en  vertu  des  hypothèses  faites. 

Grâce  aux  inégaUtés  (  128)  et  (129),  le  premier  terme  ne  peut  être 
que  négatif  ou  nul.  Pour  qu'il  soit  nul,  d'ailleurs,  il  faut  qu'on  ait,  en 
tout  point  du  système, 

ô\'  _  d\'  _  0\'  __  0\'  _ 

().r  ^  "'  ôv  ~  "'  dz   ^  "'  dl   "  "' 


cas  auquel  la  quantité 


/,/'K'(V'-C)^.fe 


est  égal  à  zéro.  Si  donc,  à  l'instant  initial,  celle  quantité  est  négative, 
elle  demeurera  toujours  négative  et,  avec  le  temps,  sa  valeur  absolue 
croîtra  au  delà  de  toute  limite. 

Or,  après  avoir,  à  l'instant  initial,  donné  à  V,  en  chaque  point  du 
système,  une  valeur  généralement  difi'érente  de  C,  mais  qui  se  réduise 
à  C  en  tout  point  de  la  surface  S,  et  qui  vérifie  l'égalité  (124)  en  chaque 
point  d'une  surface  de  discontinuité,  nous  serons  libres  de  prendre, 
à  ce  même  instant  initial  et  en  chaque  point  du  système, 

ç:=x(v'_G). 

A  étant  une  constanle  positive.  Alors,  en  vertu  de  l'égalité  (129),  la 
valeur  initiale  de 


\f 


K'(\'-C')^ffe 
^  '  dl 


sera  sûrement  négative,  et  le  théorème  énoncé  sera  démontré. 
De  ce  théorème  nous  pouvons  tirer  deux  corollaires  : 

1°  //  existe  certainement  des  corps  dont  le  coefficient  de  polarisa- 
lion  K'  est  positif .  Pour  un  système  formé  de  tels  corps,  l'équilibre 
électrique  serait  instable  si  la  constante  k  de  Hebnhollz  était  néga- 
tive, en  sorte  que  cette  hypothèse  doit  être  rejetée. 

2"  Supposons  positive  la  constante  k  de  Heluiholtz;  on  ne  peut 
admettre  l'existence  de  corps  dont  le  coefficient  de  polarisation 
diélectrique  K'  serait  négatif  et  le  pouvoir  inducteur  spécifique 
(  I  H-  [\T^i  K')  positif;  sur  un  système  formé  de  tels  corps,  en  effet, 
l' équilibre  électrique  serait  instable. 
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39.  Laissons  de  c(Mé,  pour  le  moment,  le  cas  où  la  constante  de 
Helmlioltz  serait  nulle.  Supposons,  désormais,  que  crlie  conslantc 
soit  positive  : 

(i3o)  /,>o, 

et  qu'il  en  soit  de  même,  pour  tout  corps  du  système,  du  coefficient 
de  polarisation  diélectrique  : 

(i3i)  K'>o. 

Multiplions  par  -j-  clxis  les  deux  membres  de  l'équation  (i23)  et 

intégrons,  pour  le  volume  entier  du  système,  le  résultat  de  cette  mul- 
tiplication; nous  obtiendrons  une  égalité  que  l'égalité  (i2.'i)  permet 
aisément  de  transformer  en  la  suivante  : 


(l32) 


i/!'-^--'[(^V*(f)^(fYl 


/ 


Cette  égalité  (  iSa)  va  nous  permettre  d'établir  deux  propositions 
dont  voici  la  première  : 

Si  Voti  se  donne  à  chaque  instant,  en  tout  point  de  la  surface  - 
qui  borne  le  système,  soit  la  valeur  de  V',  soit  la  i^aleur  de  -r— ;  ,9/, 
à  Vinstanl  initial,  on  se  donne,  en  tout  point  du  système,  la  valeur 
de  V  et  celle  de  -r— ,  il  ne  peut  exister  deux  intégrales  continues 
distinctes  des  équations  {ii'5)  et  {ii!\). 

Supposons,  en  clTel,  qu'il  en  existe  deux,  V"  et  V",  et  posons 
V'=  V"-V". 

Chacune  des  deux  fonctions  continues  V",  V"  vérifiant  les  égalités 
(  f23)  et  (124),  on  peut  en  dire  autant  de  leur  difTérence  \' ,  en  sorte 
que  V  vérifie  l'égalité  (  1  Sa). 

Mais,  en  chaque  point  de  la  surface  Z,  on  a  ou  bien  V"  =  V".  ou 
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bien  -j^  =  -prr:  on  a  donc  ou  bien  V'=:  o,  ou  bien  -—7^0:  la  pre- 

mière  de  ces  deux  égalités,  vérifiée  quel  que  soit  /,  entraîne  d'ailleurs 

d\' 

-T- =  o.   Ainsi,    au   premier  membre  de   Tégalilé  (^i32),   le  second 

terme  disparaît.  Si  l'on  pose 

<,33)         ,../|o.,.,K,[Q%(^)-.(^)'] 

-i-'î\/2  T.a/.K  i  —r- \    >arn, 

et  si  l'on  désigne   par  P„   la  valeur  initiale  de  P,  l'égalité  (i  >2)  se 
réduit  à 

(i34)  P  =  P„. 

Mais,  à  l'instant  initial,  on  a,  dans  tout  le  système. 


partant 

\'—o. 

ce  qui  entraîne 

On  a  aussi 

d\"'       dV" 
<)t   ~   (Jt 

f)M 

Ici  donc  P„  =  o,  et  l'égalité  (i34)  nous  montre  que,  quel  que  soit  /, 

P  =  o. 

En  vertu  des  inégalités  (i3o)  et  (i3i),  cette  égalité  ne  saurait 
avoir  lieu  si  l'on  n'avait,  en  tout  point  du  système  et  à  tout  instant, 

ô\'  d\'  ô\"  d\' 

-^—  =  o,  — —  =  o,  — —    i-  o.  — —  =  0. 

d.r  ây  dz  ât 

Cette  dernière  égalité  nous  apprend  (ju'en  tout  point  du  système 
V'  garde  sans  cesse  la  valeur  o  que  cette  grandeur  avait  à  l'instant 
initial,  en  sorte  que,  sans  cesse  aussi,  on  y  a 
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Voici  notre  seconde  proposition  : 

En  tout  point  de  la  surface  qui  borne  le  système,  ou  bien  la  fonc- 
tion potentielle  \'  garde  une  même  valeur  indépendante  du  temps 
{-^  ~  °  )'  °"  ^"^"  '^  champ  électrostatique  est  maintenu  égal  à 
=éro  (  —  =  G  j.  Ces  conditions  sont  compatibles  avec  un  état  d'équi- 
libre électrique.  Cet  état  d'équilibre  possède  assurément  la  stabilité 
électrostatique  intégrale. 

Au  premier  membre  de  l'égalité  (i32),  les  hypothèses  faites  font 
disparaître  le  second  terme,  en  sorte  que  l'égalité  (i32)  se  réduit  à 
l'égalité  (i34).  Celle-ci,  à  son  tour,  en  vertu  de  l'égalité  (  i33)  et  des 
inégalités  (i3o)  et  (i3i),  donne  l'inégalité 

Les  composantes  du  champ  électrostatique  sont  ici 

Ox  '   dr  '  dz 

L'inégalité  (i35)  entraîne  donc  celle-ci  : 

(•36)  r(X=4-Y.+  z-^)^^^_.^ ^;     ,  ,   . 

J  £'(l   -h47I£  x') 

•/.'  étant  la  plus  petite  valeur  prise,  au  sein  du  système,  par  le  coeffi- 
cient de  polarisation  diélectrique  K'. 

Si  l'on  veut  que  le  premier  membre  de  cette  inégalité  demeure 
toujours  inférieur  à  une  quantité  positive  A  donnée  d'avance,  il 
suffit  de  limiter  supérieurement,  en  tout  point  du  système,  les  valeurs 
absolues  initiales  du  champ  et  de  -r— >  de  telle  manière  qu'on  ait 

Po<£'=(l-+-4-£'x')A. 

40.  Venons  maintenant  au  cas  où  la  constante  de  Helmholtz  est 
nulle  : 

k  -  o. 

L'équation  (i23)  se  réduità  l'équation  de  Laplace 
(i37)  AV'=o. 
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Les  équations  (  l'ij)  et  (124)  sont  celles  qui  déterminent  la  polari- 
sation diélectrique  d'équilibre.  Si  le  pouvoir  inducteur  spécifique 
(  I  ■+-  4~î'K.')  est  positif  pour  tous  les  corps  du  système,  on  sait  que 
cette  distribution  est  déterminée  sans  ambiguïté  lorsqu'on  se  donne, 
en  cha(iue  point  de  la  surface  qui  borne  le  système,  soit  la  valeur  de  V, 

soil  la  valeur  de  -r^ 

Ainsi,  à  chaque  instant,  la  polarisation  diélectrique  sur  le  sys- 
tème est  celle  qui  correspond  à  rétal  d\iquilibre  déterminé  par  les 

valeurs  que  V'  ou  -—-prennent,  à  cet  instant,  en  cliaquc  point  de  la 

surface  qui  borne  le  système. 

En  particulier,  si  V'  garde  sans  cesse,  sur  cette  sur/ace,  une  l'aleur 

•  d\" 
d\ 

égal  à  zéro,   le  système  demeure  constamment  exempt  de  polari- 
sation diélectrique. 

La  question  de  stabilité  ne  se  pose  plus  pour  un  tel  état  d'équilibre. 

41.  Une  fois  V'  connu,  les  trois  fonctions  §,  d',  oe  sont  déterminées 
par  les  équations  (77)  qui  deviennent  ici 

A.f  —  27:«-.uIs.'  -— -  —  V, 

(i38)  ;    M--2rur-iJ.K'^  =G. 

AaC-27T«VK'^  =  n. 
^       ôl- 

Au  sujet  de  ces  égalités,  nous  pouvons  répéter  textuellement  tout 
ce  qui  a  été  dit  du  n"  îio  au  n"  52.  il  suffit,  dans  les  démonstrations 

et  dans  les  égalités,  de  bifîer  tout  terme  (|ui  contient  -  en  facteur. 
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